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1 Die Funktion f: [—1,1] - R sei dreimal di Cerknzierbar mit
f(-1)=f©)=f%0)=0, f@)=1.
L) &~

Dann existiert ein ¢ [(+1,1) mit f™c) = 3. Konstruieren sie auch ein
Polynom p dieser Art mit p™ 3.
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2 Sei f CCF() und c ein innerer Punkt von |. Zeigen sie:
a. Ist f'tc) = 0 und fTfc) > 0, so ist ¢ eine Minimalstelle von f.
b. Ist ¢ eine Minimalstelle von f, so ist fi¢) =0 und f&) CQ
c. Dies ist falsch, wenn nur fic) = 0 und f{c) COlvorausgesetzt wird.
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3 Sei | ein o[edes Intervall. Eine Funktion f CCF(l) heiRe konvex, wenn ™[0I
auf ganz |. Man zeige:
a. Fur alle a CIilt

f(t) CTf(t), t LI

Man sagt, f liegt oberhalb aller seiner Stutzgeraden.
b. Fidralle u,v [Tlund 0 CA1[Tlgilt

f(Au+ (1 —A)v) CAT(U) + (1 — N (v).
c. Fur beliebige us1,..,uy CTund A1, ..,Ay [IQ,1] mit A1 +.. + A, =1 gilt

f(AUL + .. + AnUn) CAIF(UL) + .. + AnF(Un).
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Mit Vorlesung vom Mittwoch  Die di Cerknzierbare Funktion ¢: R - R
genuge der Funktionalgleichung

dU+V) = PU)P(v),

sei aber nicht identisch 0. Dann gilt:

a. ¢(0)=1.

b. ¢() >0 faralle t [R1

. ) = ad(t) fur alle t CRImit a = ¢0).
d. ¢P(t) =exp(at).
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5 Man bearbeite die vorangehende Aufgabe nur mit der Annahme, dass ¢
D —

stetig ist.
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1 Die Funktion f: [—1,1] - R sei dreimal di Cerknzierbar mit
f(-1)=f©)=f%0) =0, f@)=1.

Dann existiert ein ¢ [C(31,1) mit f™c) = 3. Konstruieren sie auch ein
Polynom p dieser Art mit p™& 3.

Mit dem Ansatz p(t) = at3 + bt? + ct +d erhélt man
—-a+b—c+d=0, d=0, a+b+c+d=1, c=0.
Also ist das gesuchte Polynom
P = 2(E° +17).

Dann ist ¢ = f — p eine dreimal di Cerknzierbare Funktion auf [—1, 1] mit
Nulistellen in —1, 0 und 1 und ¢+0) = 0. Nach dreimaliger Anwendung
des Satzes von Rolle auf ¢, @ und ¢™erhalten wir einen Punkt ¢ (31, 1)

mit
™) =o0.

Dies ist gleichbedeutend mit
f™c) = p™c) = 3.

2 Sei f CTF(1) und c ein innerer Punkt von 1. Zeigen sie:
a. Ist fic) =0 und fH{k) = 0, so ist ¢ eine Minimalstelle von f.
b. Ist ¢ eine Minimalstelle von f, so ist fi(c) = 0 und fT&) COl
c. Dies ist falsch, wenn nur i) = 0 und f™) [COlvorausgesetzt wird.

a. Da fWktetig und c ein innerer Punkt ist, existiert ein & >0
mit
%) > o, |t—c| <.
Somit ist f-dort strikt wachsend, und mit f'¢c) = 0 folgt
fic —h) <0 <fic+h), 0<h<3d.

Somit ist f links von strikt fallend und rechts von [c,c + &) strikt wachsend.
Also ist c eine strikte Minimalstelle.

b. Der erste Teil der Aussage, f'(c) = 0, ist der Satz von Fermat. Der zweite

Teil folgt indirekt mit (a). Denn ware f{c) < 0, so wére analog c eine
Maximalstelle — Widerspruch.

Man kann auch direkt argumentieren. Ist ¢ eine Minimalstelle, so ist f(cxh) 1
f(c) fur alle hinreichend kleinen h # 0, oder

f(cxh)—f(c) CO] h=0.

Addieren der Terme fur Plus und Minus ergibt

f(c +h) —2f(c) +f(c — h)
=5 ol




Mit Aufgabe ?? folgt daher

_ f(c+h)—2f(c)+f(c—h)
R = h? Lol

c. Gegenbeispiel: Die erste und zweite Ableitung von t [T31verschwindet
bei 0, aber O ist keine Minimalstelle.

Sei | ein o [edes Intervall. Eine Funktion f CCP(l) heiRe konvex, wenn fT0O1
auf ganz |. Man zeige:
a. Fur alle a CIilt

f(a+t) CTHf(t), t LI

Man sagt, f liegt oberhalb aller seiner Stutzgeraden.
b. For alle u,v [CITund 0 CA1[Tlgilt

f(Au+ (1 —A)v) CAT(U) + (1 —NF (V).
c. Fur beliebige uj,..,uy CTund A1, ..,An CJQ,1] mit A1 +.. +Ap =1 gilt
f(A1ug + .. +Aqup) CAIF(ug) + .. + Anf(upn).
a. Mit dem Satz von Taylor gilt
f(a+t) =Ti(t) + %f Ta + 6h)t?

Der zweite Summand ist nichtnegativ, also f(t) CTFf(t).
b. Sei w = Au+ (1 —A)v. Dann gilt

f(u) CFw) + fiiw)(u—w) = fF(w) + (L - NFtw)(u —v)
und

f(v) CEQw) + Fdw) (v —w) = f(w) + Affdw) (v — u).

Multiplizieren der ersten Gleichung mit A, der zweiten mit 1—A und Addieren
ergibt

AF(U) + (1 — A)F(v) CEw) = F(Au + (1 — A)v).

c. Dies folgt mit Induktion. Ist zum Beispiel Ay <1, so setze

w4+ Dy
T—A, & 7 1=A, T

Dann gilt
f(Arug + .. + Aqup) = F((1 — Ap)W + Ajup)
LA = An)f (W) + Anf (un).
Auf f(w) kdnnen wir die Induktionsannahme anwenden und erhalten
1 —=An)f(w) EAIf(uy) + .. + An—1f(Un-1).

Beides zusammen ergibt die Behauptung.



Mit Vorlesung vom Mittwoch  Die di Cerknzierbare Funktion ¢: R - R
genuge der Funktionalgleichung

U +Vv) =d(Wd(v),

sei aber nicht identisch 0. Dann gilt:

a. ¢ hat keine Nullstelle.

b. $(0) =1 und ¢(t) >0 furalle t [R1

c. ¢Ht) =ad(t) fir alle t CRIMit a = ¢$¢0).
d. ¢(t) =exp(at).

a. Gabe es eine Nullstelle, ¢d(c) =0, so wéare auch
M) =Pt —c)p(c)=0, tL[R]

und ¢ ware identisch Null.

b. Aus ¢(0)=¢(0+0)=¢(0)Pp(0) und $(0) =0 folgt ¢(0) =1. Aus
Stetigkeitsgriinden gilt dann auch ¢(t) >0 fur alle t [R1
c. Esist

P't) = fim (b (t +h) — b(©))
= lim & (b (h) — ONS(®) = S O)D®).

d. Beide Funktionen l6sen dasselbe Anfangswertproblem
wEay, wO)=1
Wegen der Eindeutigkeit dieser Losung mussen sie gleich sein.
Man bearbeite die vorangehende Aufgabe nur mit der Annahme, dass ¢

stetig ist.

Die ersten beiden Aufgabenteile bleiben gleich. Also ist ¢ positiv,
und damit

g: t Clogd(t)
auf R wohldefiniert. Es gilt dann, wie im Beweis zur e-Funktion,
g(n) =ng(1), nLCZ]
und weiter
g(p/q) = (p/q)9(1), p/q LA
Aus Stetigkeitsgrunden gilt dann allgemein
g(t)=at, tLCR
mt der Konstanten a = g(1). Dann aber ist auch

b (1) = exp(g(t)) = exp(at).
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