Fur jedes n CNIist 1 + 22" + 22" durch 7 teilbar.

Sei 0 <xk <1 fur 1 [KI[Cnl Dann gilt

1 1

a. (1+x¢) I Xk
k=1 k=1

1 1

b. (1—xy) 11+ Xk

i R i R i
c. Xk x 1 [Cnof.

k=1 k=1
Binetsche Darstellung der Fibonacchizahlen  Fur die Folge (Fn)nder
Fibonacchizahlen 5, mache man den Ansatz

fn=a\" +bu", n Ol

a. Man bestimme a und b aus den beiden Anfangswerten der Fibonacchifolge.
b. Man bestimme A und p aus der Rekursionsformel.
c. Man zeige damit die Binetsche Darstellung

n _ n
£, = AW

A—H V_ V_

; . 1+ 1- 5

mit den Zahlen des goldenen Schnitts A = und p = 5
™1 ™1
Far die Fibonacchizahlen gilt a. fx =Fhe2—1. b. B{(‘fk =fon.
k=1 k=1

Hauptteil der Wurzel Zu jedem z [Cl[(Fo0,0] gibt es genau ein w [CImit
w? =z, W P 0.

Und zwar ist
—1

lz|+ Z3 . |z|- 23
T Tl T

o =sgn( =2



Fur jedes n CNIist 1 + 22" + 22" durch 7 teilbar.

Losung T18ei ap = 1 + 22" + 22" Esist ag = 7, die Behauptung fir n =0
also o [endsichtlich richtig. Um von n auf n + 1 zu schlielRen, rechnen wir

einfach mal:
7 e Y R e e nyon+1 1
a2 = 1+22"" 422" g 92" 4 2" 4 22

)

n n n+1
=apt1+2-22"(1+2%" +2?
n
=an+1 +22 M a,.
Also ist

an+1 = (@n — 22" Ha, = (1 — 22" + 22" Ha,.

Ist also an durch 7 teilbar, so auch ap+p. 1

Sei 0 <xk <1 fur 1 K1l Dann gilt

1 1

a. (1+xy) 1K Xk
k=1 k=1

1 1

b. (1—xy) 11+ Xk
c. Xk x 1 [Cnof.
k=1 k=1
Losung a. Fur n =1 ist nichts zu zeigen. Gilt die Aussage fur irgendein
n [T1] so folgt

nFr—j Lg—y [

(A+xK)= (1+xKk) (1+Xn+1)
k=1 k=1
L1 o  U— nFr—)
1+ Xk (1 +Xnp+1) CIH Xk +Xn+1 =1+ Xk,
k=1 k=1 k=1

denn der Term Xp+1 k;zl Xk ist positiv.
b. Fur n =1 ist nichts zu zeigen. Gilt die Aussage fur irgendein n 1] so folgt

Y — L1 o]

(l - Xk) 11— Xk (1 - Xn+1)
k=1 k=1
L | LN | 8 S |
=1- Xk — Xn+1 + Xnp+1 Xk I+ Xk
k=1 k=1 k=1

denn wie zuvor ist der Term Xp+1 k=1 Xk POSitiv.
c. FUr n =1 ist das richtig. Per Induktion folgt dann fur n 11

o Thr— C1 O g 01 L 01 g
X =

-1 = -1
Xk K Xk X~ *+Xnp+1 X~ Xpir Xk +1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
=3 x,
Cnf + e
Xk Xn+1



Jeder Summand in der Klammer ist [Z]5.9,. Also erhalten wir als untere
Schranke

1
+ 2+1=n?+2n+1=(n+1)2 m

k=1

2

Binetsche Darstellung der Fibonacchizahlen Fur die Folge (fn)nder
Fibonacchizahlen 5, mache man den Ansatz

fn=a\" +bu", n [0l

a. Man bestimme a und b aus den beiden Anfangswerten der Fibonacchifolge.
b. Man bestimme A und p aus der Rekursionsformel.
c. Man zeige damit die Binetsche Darstellung

)\n —_ n
="K
A—H V_ v_
. . 1+ 5 1- 5
mit den Zahlen des goldenen Schnitts A = und p = 5

Losung nr1a. Da der Ansatz auch fur n = 0 gelten sollte, erhalt man
fo=a+b=0und fy =aA+bu =1, also
1 1
a=_——, b=——.
A—H H—A
Daraus folgt Ubrigens weiter

fo=aN+bul="—"=A+p=1. (1)

b. Nehmen wir A > an, so folgt — hier greifen wir Kapitel ?? Giber Grenzwerte
vor —

Frs1/fn - A n - oo.

Augrund der Rekursionsformel ist f,1/F, =1+ F_1/F,, im Grenzwert also
A=1+1/A [ W=A+1

Mit (T) erhalt man fur p ebenfalls
n?=p+1.

c. Die Identitat ist o [edsichtlich korrekt fiir n =1 und n = 2. Induktiv erhalt
man mit der Rekursionsformel

()\ _ u)fh+1 — )\n _ un + )\n—l _ MI’]—l
=AM+ ) —p T+ 1)

Mit A+1 =A% und p + 1 = p? folgt dann die Behauptung fir n+ 1. [0



4

1 1
Far die Fibonacchizahlen gilt a. fx =Fhe2— 1. b. B{(‘fk =fon.
k=1 k=1
Losung r1a. FOor n =1 erhdlt man f; = f3—1,waswegen f; =1 und f3 =2
korrekt ist. Mit Induktion folgt dann
LAy N D U |
i = fu+Frry =Freo + 1+ Fp = Fres — 1.
k=1 k=1
b. Mit der Binetschen Darstellung 5.0.3, der binomischen Formel 5o, sowie den
Identiaten 1+ A =A%, 1+ p = p? folgt

1 | LI |
A—p)  BRf« BOAK—  BPuK

k=1 k=1 k=1

1 1
= BN = BRpK=@+N)" @+ =" —p?n.
k=0 k=0
Also ist
| L | A2n _j2n
Bl?fk = H = f2n- or1m
k=1 A—

Hauptteil der Wurzel Zu jedem z [CCl[(30,0] gibt es genau ein w [ CImit

w? =z, Ot 0.
Und zwar ist
—1
z|+ =21 . z|— 21
w = %+|0 % o =sgn( =2

Losung [IMit z =X + iy und w = u + iv gelangt man zu dem
Gleichungssystem

u?—v?=x, 2uv =vy.

Lést man die zweite Gleichung nach v auf und setzt das Ergebnis in die erste
Gleichung ein, so erhalt man wegen der Bedingung u > 0 die eindeutigen
Losungen

—

s lz|+x |z| + 21

uc-=-— u= —_— .
2 2

Damit folgt dann auch
v = lZl=x%
2

Das Vorzeichen von v ist durch 2uv =y und damit sgnv =sgny = sgn([Z)
bestimmt. 1



