Folgen

Eine Folge in einer beliebigen Menge X ist eine Funktion
f: N X,
die man ublicherweise durch Aufzahlung ihrer Funktionswerte in der Form

(F1, F2,F3,..) = (Fn)n = (Fndn = (Fn)

angibt. Man spricht von Zahlenfolgen, wenn ¥ eine Abbildung nach R oder C ist
und alle Folgenglieder demzufolge reelle oder komplexe Zahlen sind.

An einer Zahlenfolge interessiert uns vor allem ihr asymptotisches Verhalten
— also wie sie sich verhalt, wenn der Folgenindex gegen Unendlich strebt. Gibt es
zum Beispiel einen Punkt, dem sich die Folge >immer weiter annahert< und den
man als ihren Grenzwert bezeichnen kénnte?

Die reelle Folge

A i 1 O
N nrol 2’37 n’ Y

beispielsweise scheint gegen 0 zu streben, denn die Folgenglieder sind positiv,
werden aber immer kleiner. Dagegen hat die reelle Folge

(D= (-1,1,-1,1,-1,.)

wohl keinen Grenzwert, da sie stdndig zwischen 1 und —1 wechselt.

Der Begri [Cdks Grenzwertes ist von fundamentaler Bedeutung fur die ge-
samte Analysis. Er prazisiert die intuitive Vorstellung, dass eine Folge einem
bestimmten Punkt >beliebig nahe kommt«. Auf ihm basieren die Konzepte der
Stetigkeit sowie der Di Lerknziation und Integration.
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5.1
Grenzwerte reeller Folgen

Wir betrachten zunéachst reelle Folgen, also Folgen reeller Zahlen. Von zen-
traler Bedeutung ist der Begri C_der konvergenten Folge und ihres Grenzwertes.

Definition Eine Folge (an)ncmreeller Zahlen heif3t konvergent, wenn es eine
reelle Zahl a gibt, so dass zu jedem € > 0 ein N [Tl existiert mit der
Eigenschaft, dass

lan —a| <k, n [Nl
Diese Zahl a heif3t der Grenzwert der Folge, geschrieben

lima, =a,

n-oo

und man sagt, (an) konvergiert gegen a fur n gegen Unendlich. [
Andere Schreibweisen hierfur sind
an - q, n - oo,

oder auch nur kurz an - a oder lima, = a.

Die in der Definition geforderte Eigenschaft wird als e-N-Test bezeichnet.
Zu jeder Fehlerschranke € > 0 muss es eine Indexschranke N [Tlgeben, jenseits
derer alle Folgenglieder einen Abstand kleiner als € von a haben:

n [Nl [Jh,—a|<e.

Umgekehrt bedeuet dies, dass hidchstens endlich viele Folgenglieder einen Abstand
groRRer oder gleich € von a haben, und zwar allenfalls a;, ..,an-1-

Im &-N-Test hangt die Schranke N im Allgemeinen von € ab, weshalb man
auch oft N(g) schreibt. Es ist aber nicht erforderlich, diese Abhangigkeit explizit
anzugeben, oder das bestmégliche N zu suchen. Es genugt zu zeigen, dass es
flir jedes € > 0 ein solches N(g) gibt.

Im e-N-Test kommt es auch auf grof3e € nicht an. Es genugt, hinreichend
kleine € zu betrachten. Gilt der e-N-Test fur alle 0 < € < g mit irgendeinem
€ > 0, so gilt er auch fur alle € > 0.

Bei Konvergenzfragen kommt es auch nicht auf die ersten Folgenglieder an.
Es spielt keine Rolle, ob die Indizierung einer Folge bei 0, 1, oder irgend einer
anderen naturlichen Zahl beginnt. Daher kann man auf eine explizite Angabe im
Allgemeinen verzichten, wenn es nur um den Grenzwert geht.

[ Triviales Beispiel  Jede konstante reelle Folge (a)nrmist konvergent mit
Grenzwert a. — Hier ist also a,, = a fur alle n 11
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Abb 1 e-N-Test

" Beispiel Es gilt
1
lim—=0. [0
n-o N
Il Zu jedem € > 0 existiert nach dem Prinzip des Archimedes 39 eine
naturliche Zahl N > 1/¢. Mit 1/N < € gilt dann fur alle n [Nl ebenfalls

o< 1 I__l'l <g, n [CNL
n N
Somit gilt auch
1
% - 0% — <E, n [N
n
Damit haben wir fur jedes € > 0 ein geeignetes N [Tlgefunden. [

Der Begri Cder konvergenten Folge lasst sich auf den Begri Cdér Nullfolge
zuruckfuhren, also einer konvergenten Folge mit Grenzwert O.

Notiz  Eine reelle Folge (an) ist konvergent mit Grenzwert a genau dann, wenn
(an — @) eine Nullfolge bildet. |

i Gilt an - a, so existiert zu jedem € > 0 ein N [Tlso, dass
lan —al <k, n [Nl
Dies ist aber aquivalent mit
|(an —a) — 0] <g, n [N

also zu der Aussage, dass (an —a) gegen O konvergiert. [T

= Eindeutigkeit und Beschranktheit

Die Definition des Grenzwertes suggeriert, dass eine konvergente Folge nur
einen Grenzwert haben kann. Auch wenn dies o [edsichtlich erscheint, erfordert
es einen Beweis.

Eindeutigkeitssatz  Der Grenzwert einer konvergenten reellen Folge ist eindeutig
bestimmt. [
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mm Angenommen, (an) hat zwei verschiedene Grenzwerte & und &. Dann
ist e CJA— 4| > 0. Zu £/2 existieren ein N Cund N [CIJ so dass

lan — &l < €/2, n [N
lan — 4] <&/2, n N1

Mit irgendeinem N [mlax(N, N) folgt hieraus mit der Dreiecksungleichung
|&—al CJd—an|+|an — 8l <ef2+e/2=¢.
Dies ist ein Widerspruch zu € = |&— §|. [

Beschranktheitssatz  Eine konvergente reelle Folge ist beschrankt. Das heif3t, es
gibt ein reelle Zahl M Q] so dass |an| M faralle n. [

Mit anderen Worten, eine reelle Folge (an)nrmist beschrankt, wenn die
Menge ihrer Folgenglieder {an : n I} beschrankt in R ist.

i Ist (an) konvergent mit Grenzwert a, so gibt es zum Beispiel zu e =1
ein N [1]so dass

lan —al] <1, n [N
Also gilt mit der Dreiecksungleichung auch
lanl Lldn —al +Jal <la]+1, n [N
Wahlen wir jetzt
M =max{lai], .., |lan-1], [a] + 1},
so gilt |an| M fur alle n. Somit ist die Folge (an) beschrankt. i
Definition Eine Folge, die nicht konvergiert, hei3t divergent. [

I Beispiele a. Die reelle Folge ((—1)™)n rmist divergent.
b. Jede unbeschrénkte Folge ist divergent 4.
c. Jede Abzéhlung von Q n [0, 1] ist divergent 5.4. 1l

Die Beispiele zeigen insbesondere, dass aus der Beschréanktheit einer Folge
allein nicht deren Konvergenz folgt. Wir werden jedoch bald sehen, dass jede
beschrénkte monotone Folge konvergiert, und dass jede beschréankte Folge eine
konvergente Teilfolge besitzt.
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52
Grenzwertsatze

Um Folgen auf Konvergenz zu untersuchen, verwendet man den &-N-Test
eher selten. Meistens greift man auf bereits bekannte Grenzwerte zurtick und
wendet Grenzwertsatze an.

Wir bemerkten bereits, dass (an) gegen a genau dann konvergiert, wenn
(an — a) eine Nullfolge bildet » . Letzteres zeigt man meist durch Vergleich mit
einer bekannten Nullfolge.

Majorantenkriterium  Gilt |an, —a| [JHn| fur alle n mit einer Nullfolge (bn),
so ist die Folge (an) konvergent mit Grenzwert a. [ 1

1 Nach Voraussetzung existiert zu jedem € > 0 ein N 1] so dass
|bn| <€, n [N

Also ist |an —a| [J8n| < € fur alle n NI Somit konvergiert (an) gegen a. [l

2
n
II"Beispiel Es gilt Ilmnﬁw =1. Denn

+1
1

%2+1 §n2+1 n’

und die rechte Seite bildet eine Nullfolge ;. 111

Nullfolgen haben die nitzliche Eigenschaft, >srobust< zu sein. Multiplizieren
wir sie gliedweise mit einer Folge, von der wir nur wissen, dass sie beschrankt ist,
so erhalten wir trotzdem wieder eine Nullfolge.

Nullfolgensatz Ist (an) eine Nullfolge und (bn) eine beschrankte Folge, so ist
auch (anbp) eine Nullfolge. [

1 Nach Voraussetzung existiert ein M > 0, so dass

|bn| M

fur alle n. Da (an) eine Nullfolge bildet, existiert zu jedem € > 0 ein N, so dass
€

lan| < IVE n [Nl

Dann aber gilt
€
|anbn|:|an||bn|<M-M:£, n [Nl

Da fur alle € > 0 ein solches N existiert, gilt anbn - 0.
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I"Beispiele a. Ist (bp) eine beliebige beschrankte Folge, so ist (bn/nN) eine
Nullfolge:

b. Das Produkt der Nullfolge (1/n) mit der unbeschrankten Folge (n?) ist
die unbeschrankte Folge (n) und damit divergent. Auf die Beschranktheit der
Folge (bn) kann im Nullfolgensatz also nicht verzichtet werden. 111

= Grenzwertgleichungen

Es folgen die klassischen Grenzwertsatze fur Summe, Produkt und Quotient
konvergenter Folgen.

Satz  Sind die reellen Folgen (an) und (bp) konvergent mit a5, - a und by - b,
so konvergieren auch (Jan]), (an +bpn) und (anbn), und es gilt

lanl -~ lal, an+bn - a+b, anbn - ab.
Ist auRerdem b # 0, so existiert an/bpn, fur alle hinreichend groRen n, und
an/bn - a/b. [
i Betrag:  Aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichung 2 g gilt

%M_la'%ﬁn_al-

Da die rechte Seite eine Nullfolge bildet, folgt die Behauptung s .
Summe: Sei € > 0. Dann existieren ein Ny [Tdund ein Ny [I] so dass

lan —al] <e€/2, n [N},
|bnh —b| <€/2, n [N}.
Fir n CNI= max{Na, Np} gilt dann
|(an +bn)—(a+b)| CJd, —a] +|bn—b|<e/2+e/2=¢.

Da fur jedes € > 0 ein solches N existiert, gilt also an, + b, - a+Db.
Produkt: Es ist

anbn —ab = (ah —a)bn + (bn, —b)a.

Nach Voraussetzung sind (an — a) und (bn — b) Nullfolgen, und nach dem
Beschranktheitssatz 4 ist (bn) beschréankt. Also sind aufgrund des Nullfolgen-
satzes g auch (an — a)bn und (b, —b)a Nullfolgen. Mit dem eben Bewiesenen
ist auch deren Summe eine Nullfolge, und damit auch (anbn, — ab). Also gilt
anbn - ab.
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Quotient: Aufgrund der eben bewiesenen Produktregel genligt es zu zeigen,
dass 1/bn - 1/b. Nach Voraussetzung ist b # 0 und damit € = |b|/2 > 0. Dazu
existiert ein N [CI] so dass

|bnh —b] <€, n [Nl
Dann aber ist
Ibn| LJH| — € =k, n [Nl

Somit ist (1/bn)n i beschrankt 1. Schreiben wir jetzt

1 1 1
— ——==(b—bp)—,
bn b ( n) bnb
so ist die rechte Seite das Produkt einer Nullfolge mit einer beschrankten Folge,

also wieder eine Nullfolge g . Also gilt 1/b, - 1/b.
FUr konvergente Folgen (an) und (bp) gilt somit
lim(an [B}) =lima, [CIimbg,

fur I+, -, :}, im Fall der Division allerdings nur, wenn limbpn # 0. Man sagt,
die Grenzwertbildung vertauscht mit den arithmetischen Operationen. Spéter
werden wir dies als die Stetigkeit dieser Operationen auf R interpretieren.

I Beispiele a. Bevor man Grenzwertgleichungen anwenden kann, sind oft
Umformungen nétig, um konvergente Folgen zu erhalten. Ein typisches Beispiel
sind Quotienten, deren Zéhler und Nenner fir sich betrachtet divergieren. So gilt

2
n2 n n2

b. Allgemein kirzt man rationale Ausdriicke durch die héchste Potenz, die
in Zahler und Nenner auftritt:

n _ 1/n 0
n2+2n+3 1+2/n+3/n2 1

=0,

und

| O
(MP+1)(n-3) _ 1+1/n?* 1-3/n) 11 _1 -
@n+1)3 (2+1/n)° T3 T g

= Grenzwertungleichungen

Mindestens ebenso wichtig wie Gleichungen fur Grenzwerte sind Unglei-
chungen. Das nachste Lemma bildet hierfur die Grundlage.

1 Da es auf die ersten Folgenglieder nicht ankommt, fordern wir nicht explizit, dass alle b, von
Null verschieden sind.

5.7
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Lemma Sei (an) eine konvergente reelle Folge und b eine reelle Zahl. Gilt fur
jedes € > 0 die Ungleichung

an [bhH¢
fur unendlich viele n, so ist
lima, bl 1

[ Sei a = limap . Ware a > b, so gébe es ein € > 0 mit a—¢ [hl+ €,
und dazu ein N [CIImit |a, — a| < € fur alle n NI Insbesondere gilt dann

an > a—e¢ [bhH¢, n [Nl

Dann aber gilt a, [ChH € nicht mehr fur unendlich viele n — ein Widerspruch.
Also ist a [l

Bemerkung Typischerweise gilt a, [Chl+ € fur alle n [N mit einem
hinreichend groRen N. Aber dies wird im Beweis nicht bendtigt. [—1

Grenzwertungleichung Die reellen Folgen (an) und (bp) seien konvergent.
Gilt an [} fur unendlich viele n, so gilt auch

lima, Clilnbpn. 1

[l Sei b = limbp . Zu jedem € > 0O existiertein N [I]sodass |bp—b| <e
fur n [N Insbesondere gilt dann b, < b + ¢ fur alle n [CNI. Folglich gibt es
unendlich viele n mit der Eigenschaft, dass

an [b) <b+e.
Mit dem vorangehenden Lemma folgt daraus lima, [Cbhl=limby.

Achtung: Selbst wenn an < b, fur alle n gelten sollte, folgt daraus nicht,
dass die strikte Ungleichung auch fir die Grenzwerte gilt. Fir a, = —1/n und
b = 1/n gilt o Cedsichtlich

an < bn, n CT)
aber
liman,=0=Ilimb,.

Strikte Ungleichungen uUberleben einen Grenzibergang im Allgemeinen nicht, und
Grenzwertungleichungen schlieen immer auch den Fall der Gleichheit ein.

5.8



