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7.6
Funktionenfolgen und Funktionenraume

Sei D eine beliebige Teilmenge eines normierten Raumes E, und F(D)
der Vektorraum aller reellwertigen Funktionen f: D - R. Wir wollen Folgen in
F (D) und deren Konvergenz betrachten. Fur solche Folgen gibt es vielfaltige
Mdglichkeiten, die Konvergenz gegen eine Funktion f in F(D) zu definieren. Die
einfachste ist die punktweise Konvergenz.

Definition Eine Folge (f,) in F(D) konvergiert punktweise gegen eine Funktion
f CE(D), falls fo(x) - f(x) fur jedes x [DI. [ 1

Bei der punktweisen Konvergenz betrachtet man die Folge der Funktionswer-
te (fan(X)) einzeln in jedem Punkt x, unabhangig von allen anderen Punkten im
Definitionsbereich D. Daher werden Eigenschaften der Funktionen in der Folge —
wie zum Beispiel Stetigkeit — im Limes im Allgemeinen verlorengehen.

[a. For O CCTgilt

L1
© Lol 0 %1,
P R

Im Raum F([0,1]) konvergieren also die stetigen Funktionen p, punktweise
gegen eine im Punkt 1 unstetige Funktion app7.

b. Fur t CRigilt
1

= o

nt
N = =
gn(t) i sgn(t) % t=0,
=1, t<O0.

Im Raum F(R) konvergieren also die stetigen Funktionen g, punktweise gegen
die unstetige Signumfunktion appg. 1

Ein starkerer Konvergenzbegri [Cethalt die Stetigkeit beim Grenzubergang.

Abb 7

Die Parabeln t TN
auf [0, 1] und ihre
Grenzfunktion
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Abb 8 Die Funktionen g, und ihre Grenzfunktion sgn

Definition Eine Folge (f,) in F(D) konvergiert gleichmé&fRliig gegen eine Funktion
f CE(D), geschrieben f, [T, falls fur jedes € > 0 ein N [Llexistiert, so
dass

fn() —f()| <e

furalle x [(Dlund n CNI. [

Anders als bei der punktweisen Konvergenz mussen also die Folgen (f,(x))
fur alle x den e-N-Test gleichzeitig bestehen. Anschaulich bedeutet dies,
dass in jedem g-Schlauch um den Graphen der Grenzfunktion f die Graphen fast
aller Funktionen f, liegen missen app10 -

Umgekehrt konvergiert eine Folge (f,) nicht gleichmé&Rig gegen f, wenn es
ein € > 0 gibt, so dass

sup [fa () — F(x)| =]
x D1

fur unendlich viele n gilt appo -
Unter gleichmaliger Konvergenz bleibt Stetigkeit nun erhalten.

Abb 9

Nicht-gleichmaRige
Konvergenz
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Abb 10

e-Schlauch um f €

19 Satz Konvergiert die Folge (f,y) in F(D) gleichmafig gegen f und sind alle
fn stetig, so ist auch f stetig. Mit anderen Worten, der gleichmaflige Limes
stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig. [ 1

[ Sei a und € > 0. Da die Folge (f,) gleichméaRig konvergiert, gibt
es ein m [I] so dass

[F(X) — fm(X)| < €/3, x D1
Da f,, stetig ist, existiert ferner zum Punkt a ein & > 0, so dass
Ifn(X) — fm ()| < €/3, x [Uk(a) n D.
Daraus folgt fur f und alle x [CU}(a) n D die Abschéatzung
[fO) —f(a)l
CHIOO) = fm GO + [fn OO — fm ()] + [fm(2) — F(2)]
<e/3+¢e/3+¢€/3

= E&.

Da fur jedes a [Dlund € > 0 ein solches & > 0 existiert, ist f stetig. (I

= Supremumsnorm

Interessant ist, dass sich die gleichmafige Konvergenz in F(D) mithilfe
einer Norm ausdricken lasst. — Dazu definieren wir die Supremumsnorm tber
der Menge D,

OIg] Csip |f(X)] .
pquni]

Fur eine unbeschrankte Funktion ist allerdings [FIgl= oo, was fur eine Norm
nicht zuléssig ist. Erst auf RAumen beschrénkter Funktionen wird dies tatsachlich
eine Norm. Daher fuhren wir folgende Raume ein.
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Definition und Notiz Die Raume
1 1
B(D) 1 CE(D): OIgl<oco |,
1 . . O
CB(D) 1 [CB(D) : f ist stetig
mit der Supremumsnorm [=Iglsind normierte Vektorraume. [ 1

[ Linearkombinationen beschrankter Funktionen sind wieder beschréankt.
Dasselbe gilt fir stetige Funktionen. Somit sind beide Rd&ume Vektorraume, und
die Funktion [Iglist dort per definitionem endlich. Von den Normeigenschaf-
ten bendétigt nur die Dreiecksungleichung etwas Aufmerksamkeit. Es ist aber
aufgrund der Dreiecksungleichung des reellen Betrages

dHglpl= ilélgjlf(X)+g(X)I
lﬁxlugj(lf(X)l +190(ID
Csdp [F ()] +sup [g()| = O+ [glgl  mmm
pqunl| x D1

Konvergenz bezuglich der Supremumsnorm ist nun nichts anderes als gleich-
maRige Konvergenz, denn

0d—f g1 el
ist gleichbedeutend mit
[fa() —f()| CE]  x [CDI

Zusammen mit dem Satz Uber den gleichmé&Rigen Limes stetiger Funktionen
kdnnen wir daher die letzte Notiz o verbessern.

Satz Die Rdume B(D) und CB(D) mit der Supremumsnorm sind vollstandige
normierte Vektorraume, also Banachraume. [ 1

umml Wir betrachten zuerst B(D). Sei (fn) eine Cauchyfolge in B(D) bezug-
lich der Supremumsnorm. Dann ist (f,(x)) fur jedes x [CDIeine Cauchyfolge in
R und damit wegen der Vollstandigkeit von R konvergent. Wir kdnnen daher
eine Funktion f: D - F in jedem Punkt von D definieren durch

fC) Clim (), x (DI

Diese Funktion ist o [ensichtlich der punktweise Limes der Folge (fn). Zu zeigen
ist, dass dies auch der gleichmé&Rige Limes in B(D) ist — das also auch f [B{D)
und Od —f g1- O gilt.

Nun, aus der Cauchy-Eigenschaft der Folge (f,),

0 — fm [g1=sup [fn(X) — Tm(X)| < €/2, n,m [NKg),
x [D1
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folgt durch punktweisen Grenziibergang m - oo auch g
[fan(X) — F(X)| =42, n [NKe), x [Dl

Also gilt auch
sup |fa(X) —f(X)| = 04 — f [g1 €42, n [NKg),
x D1

und damit

0—flgl<e, n [CNKe).

Also konvergiert (f,) in der Norm [Iglgegen f.
Mit € = 1 und einem geeigneten f, folgt auBerdem

HIg LA [pH 1 < oo.

Also ist f beschrankt und damit f [CB{D). Damit ist gezeigt, dass jede Cauchy-
folge in B(D) einen Grenzwert in diesem Raum hat. Also ist B(D) vollstandig.

Nun betrachten wir noch den Unterraum CB(D) von B(D). Sind alle f,
stetig, so ist auch f als deren gleichmafiger Limes stetig 19 . Also hat eine Cauchy-
folge in CB(D) einen Grenzwert, der ebenfalls wieder zu CB(D) gehdrt. Also ist
auch dieser Raum vollstandig. [

Der vorangehende Satz macht keine weiteren Annahmen Uber den Defini-
tionsbereich. Dieser kann also eine beliebige Menge sein. Besonders elegant ist
der Sachverhalt allerdings fur kompakte Definitionsbereiche, da wir hier die
Beschréanktheit fur stetige Funktionen nicht explizit fordern mussen.

Sei dazu

L1 1
C(D) 1 CE(D) : f ist stetig .
Es gilt dann CB(D) = C(D) n B(D).

Korollar Ist K kompakt, so ist der Raum C(K) aller stetigen reellwertigen
Funktionen mit der Supremumsnorm vollstandig, also ein Banachraum. [

1 Nach dem zweiten Satz vom Minimum & Maximum 35 ist jede stetige
Funktion auf einer kompakten Menge beschrankt. Also ist C(K) [BIXK) und
deshalb auch

C(K) = CB(K).
Die Behauptung folgt dann aus dem letzten Satz ;. [

Wir werden dieses Korollar vor allem auf die Raume C([a,b]) stetiger reeller
Funktionen auf kompakten Intervallen anwenden.
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Bemerkung Alles Vorhergehende gilt auch fur Abbildungen in einen belie-
bigen Banachraum F. So bildet

1 [
C(D,F) #: D - F stetig
einen Vektorraum, und der Unterraum
1 [
CB(D,F) 1 [CID,F): OIgk <oo

bildet einen Banachraum, wobei OlIgk [CsSlip, [T (x) ] Dasselbe gilt far
C(K,F), wenn K kompakt ist. Die Beweise sind praktisch dieselben. [1
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