Stetigkeit Ii

7.4
Topologische Grundbegri [e]

Der Begri [dér Stetigkeit ist eng mit dem Begri [Cdeér Umgebung verbunden.
Dieser Begri [, Und die damit verbundenen Begri [eWie o [ede und abgeschlossene
Menge, spielen eine fundamentale Rolle fur die Analysis.

Wir fuhren diese Begri [ed hier nur fir normierte Raume ein, da dies fur
unsere Zwecke vollig ausreicht und noch hinreichend anschaulich ist.

= O[ene Mengen

Sei E ein beliebiger normierter Raum. Mit Hilfe der 6-Umgebungen eines
Punktes a in E,

Us(a) C{X CEIl X+ al= &},
definieren wir den grundlegenden topologischen Begri Cdér o Leden Menge.

Definition Eine Teilmenge A eines normierten Raumes E heif3t o [en, wenn sie
mit jedem Punkt auch eine d8-Umgebung dieses Punktes enthalt. Zu jedem
a [CAlexistiert also ein 6 > 0, sodass Us(a) CAL [ 1

II"Beispiele a. In R mit der Betragsnorm |-| ist jedes o [efe Intervall
(a,b) CR] — Cakb [,

topologisch o [ed. Denn fur jedes ¢ [(&,b) ist 8 = min{c —a,b—c,1} > 0,
und fur dieses o gilt

Us(c) = (c —&,c +3) [(@,b).

Dies gilt auch fur a = —co und b = co. Die Bezeichnung >o [efles Intervall< ist
somit konsistent mit der obigen Definition von >o [enk.
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Abb 1 O [ede Menge A und o [ede Kugel By (a)

Us (D)

Us(a)

Br (a)

b. Die Intervalle [Cudd R sind ebenfalls o[edin R.
c. Ineinem normierten Raum E ist jede o [ede Kugel

Br(a) X [FI: xX+al=2r}, r >0,

topologisch o [ed. Denn fur b [Bl(a) ist p = [b+algfr und d=r —p > 0.
Damit gilt Us(b) [CBl(a), denn fir jedes x [CUk(b) ist

XFallITX+bl#HMF-alfd+p=r.

Da jeder Punkt in By(a) eine solche Umgebung besitzt, ist B,(a) o[en. Die
Bezeichnung »o [edle Kugel« ist somit konsistent mit der obigen Definition.

d. Ein abgeschlossenes Intervall [a,b] ist nicht o[edin R, denn jede Um-
gebung von a oder b enthélt auch Punkte, die nicht zu [a,b] gehdren.

e. Ein-Punkt-Mengen sind nicht o [en.

f. Die reelle Gerade R ist o [ed in R, aber aufgefasst als Teilmenge des R?
ist R nicht o [ed. Daher ist es gelegentlich wichtig anzugeben, auf welchen Raum
man sich bezieht, wenn man von einer o [eden Menge spricht. 11

Der folgende Satz beschreibt die grundlegenden topologischen Eigenschaf-
ten o Ceder Mengen.

Satz In einem normierten Raum E gilt:
(i) [Cund E sind o[en.
(ii) Die Vereinigung beliebig vieler o Ceder Mengen ist o [en.
(iii) Der Durchschnitt endlich vieler o Ceder Mengen istoled. [ 1

Bemerkung In der allgemeinen Theorie topologischer RAume spielen diese
Eigenschaften die Rolle von Axiomen fir Familien o Ceder Mengen. Eine beliebige
Familie von Teilmengen einer Menge X heil3t eine Topologie auf X, wenn sie
diese drei Eigenschaften besitzt. [1
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74 — Topologische Grundbegriffe

mmm (i) Die leere Menge ist o [en, da es gar keine Punkte gibt, fur die eine
Umgebung gebraucht wird. E ist o [ed, da E jede Umgebung enthalt.

(i)  Sei (Ax)arr—eine beliebige Familie o Ceder Teilmengen von E und
—
a [ A,.
A
Dann ist a [CA], fur wenigstens ein u [T1Da A, o [edist, enthalt A, auch eine

Umgebung Us(a) von a. Somit gilt auch

—
Us(a) CAYL 1 A,
AL

Also ist die Vereinigung ebenfalls o [en.

(iii)  Sei (Ak)1xmmeine endliche Familie o Ceder Teilmengen von E und

—1
al 1 A
1 (KU1

Dann gibt es zu jedem 1 [CKl[CnAlein &k > 0 derart, dass U, (a) [CAk. Es ist
O =min{d1,..,0n} >0, und fur dieses J gilt dann

Us(a) [T, (a) CAL, 1 CKICnl
Also gilt auch
1
Us(a) 1 A
1[KIn1

Somit ist auch dieser Durchschnitt o [en. mmn

Bemerkungen a. Die Indexmenge | in (ii) ist v6llig beliebig. Sie kann auch
Uberabzahlbar sein.

b. Wesentlich fur (iii) ist o Cedsichtlich, dass das Minimum endlich vieler
positiver Zahlen wieder positiv ist. Dies gilt nicht fur unendlich viele positive

Zahlen, und (iii) ist im Allgemeinen auch falsch fur unendlich viele Durchschnitte.

So ist beispielsweise

I
—27" 27" = {0}
n 11

nichtoled. [

= Abgeschlossene Mengen
Abgeschlossene Mengen werden als Komplemente o Ceder Mengen erklart.
Definition Eine Teilmenge A eines normierten Raumes E heil3t abgeschlossen,

wenn ihr Komplement A°® =E [CAloledist. [ 1
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[ Beispiele a. Die Intervalle [umd R sind abgeschlossen, denn 3 R
und R® = [sihd o [en.
b. Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] ist abgeschlossen, denn

[a,b]® = (—o,a) [(B, )

ist o[en.
c. Ebenso sind [a, o) und (—oo,b] abgeschlossen.
d. Die abgeschlossenen Kugeln

Br(a) [{x [EI [x+allr}, r CO)
sind abgeschlossen. Denn fir b [B}(a) ist p = h+al3r, d=p—r >0, und
Us(b) nBr(a) = 1

Also ist das Komplement von B, (a) o [eA, und B, (a) selbst ist abgeschlossen.
e. Einpunktige Mengen sind abgeschlossen, denn {a} = I§o(a).
f. Halbo [ede beschrankte Intervalle, also [a,b) und (a,b], sind weder
o [end noch abgeschlossen. 111

Es folgen die grundlegenden topologischen Eigenschaften abgeschlossener
Mengen.

3 Satz In einem normierten Raum E gilt:
(i) [Cund E sind abgeschlossen.
(ii) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(iii) Die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. [

i Far beliebige Familien von Teilmengen eines Raumes gelten die Regeln
von de Morgan 4.1.15,

<) —1 !
Ay = A;:\, Ay = A;\.
A A A A
Damit folgen alle Aussagen Uber abgeschlossene Mengen aus den entsprechenden

Aussagen Uber o [ede Mengen, indem man die Komplemente betrachtet ;. [

I"a. Jede endliche Punktmenge ist abgeschlossen, denn diese ist die endliche
Vereinigung von Ein-Punkt-Mengen, welche abgeschlossen sind.
b. Die Vereinigung unendlich vieler abgeschlossener Mengen ist im Allge-
meinen nicht mehr abgeschlossen. Beispielsweise ist
—1+2"1-2" I:; (-1,1)
n 11

eine o Lede Menge. 111l
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Abb 2 Abgeschlossene Menge A und abgeschlossene Kugel §r(a)

Us(b) oo,
t Us(b) i ;
b " b/

Br ()

Bemerkung Man beachte, dass >abgeschlossen< nicht die logische Negation
von >0 [erk darstellt. Denn der Gesamtraum und die leere Menge sind gleich-
zeitig o [ed und abgeschlossen. Ebenso gibt es Mengen, die weder o [ed noch
abgeschlossen sind. [1

= Rand, Inneres und Abschluss

Das Konzept der o [enen und abgeschlossen Mengen wird klarer, wenn wir
daneben noch den Rand einer Menge betrachten.

Definition Sei A [CEleine beliebige Menge. Ein Punkt a [CElheil3t Randpunkt
von A, wenn jede Umgebung von a Punkte sowohl aus A wie auch aus A°
enthalt. Der Rand 0A einer Menge A ist die Menge aller ihrer Randpunkte. [

Umgekehrt ist ein Punkt a kein Randpunkt von A, wenn er eine Umgebung
U(a) besitzt, die entweder ganz in A oder ganz in A® enthalten ist.

@A 0 [C=1Cudd 0E = 1
d[a,b] =d(a,b) = {a,b}.

c. 0Q =R.
d. 0Br(a) ={x CEX X*-al=Zr} furr =>0.
e. A=A fir A=[a,b]x{0} (RF. 1

Satz  Fur jede Menge A [CEIqilt:
(i) 0A=0(A%).
(i) O0A ist abgeschlossen.
(iii) A ist o[ed genau dann, wenn 0An A= 1
(iv) A ist abgeschlossen genau dann, wenn 0A [CAl [ 1
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o (i)  Dies folgt aus (A®)¢ = A und damit der Symmetrie der Definition
beztglich A und A°.

(i) Ist a CdA, so gibt es eine Umgebung U(a), die ganz in A oder ganz
in A® enthalten ist. Damit ist aber jeder Punkt in U(a) kein Randpunkt von A,
also

U(a) C(@A)".

Also ist das Komplement von 0A o [ed, und dA selbst ist abgeschlossen.

(iii)  Ist A oLen, so gibt es zu jedem Punkt a [CAleine Umgebung U(a),
die ganz in A enthalten. Also ist kein Punkt in A ein Randpunkt von A. Enthalt
umgekehrt A keine Randpunkte, so muss es zu jedem a [CAl eine Umgebung
U (a) geben, die ganz in A enthalten ist, denn keine Umgebung von a kann ganz
in A® enthalten sein.

(iv)  AE ist abgeschlossen genau dann, wenn A°® o [ed ist, also it ((iv))
genau dann, wenn dA n A® = [_Dies ist aber genau dann der Fall, wenn 0A [1
A. [

Somit ist eine Menge o [ed genau dann, wenn sie keinen ihrer Randpunkte,
und abgeschlossen genau dann, wenn sie alle ihre Randpunkte enthélt. Auf diese
Weise kann man jeder Menge auch ihr Inneres und ihren Abschluss zuordnen.

6 Definition Sei A [Eleine beliebige Menge. Dann heifl3en
A° [CAlILJdA, A~ [CAILJdA
das Innere oder der o [ede Kern respektive der Abschluss von A. [1
Aus der Definiton folgt unmittelbar
A° CAILAT, 0A =A™ [AI.
AulRRerdem erhalten wir folgende Charakterisierung.

7 Satz Sei A CEI1Dann ist A° oled, A~ abgeschlossen, und A ist
(i) oled genau dann, wenn A = A°,
(ii) abgeschlossen genau dann, wenn A=A". [ 1

ITa. Esgilt 3 = [Cuddebenso E°=E™~ =E.

b. Fur I =[a,b) ist I° =(a,b) und I~ = [a,b].
FUr die rationalen Zahlen gilt Q° = [Cudd Q™ = R.
Fur r COlgilt B,(a)° =B, (a).
Fur r > 0 gilt B;(a)~ = B, (@), aber nicht fir r =0.
Fir A =[a,b) x {0} CRF ist

S o 00

A= 1 A =[ab]x{0}. 1
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