Di Lerkenziation

Die Ableitung einer Funktion f: t [I() in einem Punkt a beschreibt ihr
punktuelles Veranderungsverhalten in der Néhe eines Punktes a. Dazu betrachtet
man die Anderung der abhangigen GroRe, f(t)—f(a), im Verhaltnis zur Anderung
der unabhangigen GroR3e, t —a, wenn t sich a nahert.

Im einfachsten Fall ist dieses Verhéltnis konstant, ndmlich dann, wenn es
sich bei f um eine lineare oder a CneFunktion der Gestalt a: t [Cmt+b handelt.
Andernfalls kann man versuchen, eine solche a [neFunktion zu finden, die die
gegebene Funktion in der Umgebung von a am besten approximiert. Existiert
eine solche bestapproximierende Gerade, so ist sie eindeutig — es handelt sich
um die Tangente an den Graphen von f im Punkt a. lhre Steigung m ist dann
die Ableitung von f im Punkt a.

Diese Interpretation der Ableitung als Steigung einer bestapproximierenden
Geraden werden wir spater auf hdhere Dimensionen verallgemeinern. Diese
Steigung erscheint dort als lineare Abbildung zwischen Vektorraumen.

Doch zunéchst beginnen wir mit der klassischen Definition der Ableitung
als Grenzwert von Di Cerknzenquotienten.

Abb 1

Tangente an einen

Graphen
f(t)

f@) a(t)
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Abb 2

Sekanten und Tangente
an einen Graphen

8.1
Definitionen und Rechenregeln

Im Folgenden sei | immer ein nichtentartetes Intervall, also ein Intervall mit
mehr als einem Punkt. Ferner sei f: | — R eine reellwertige Funktion auf I. Die
folgende Definition der Di Cerenzierbarkeit in einem Punkt ist wahrscheinlich aus
der Schule vertraut.

Definition Eine Funktion f: I — R heif3t di [erknzierbar im Punkt a CTlwenn
der Grenzwert
f(t)—f
lim f-T@ _ m
t-a t—a
existiert. In diesem Fall hei3t m die erste Ableitung von f im Punkt a und
wird mit fi(a) bezeichnet. [ 1

Dieser Definition liegt folgende geometrische Anschauung zugrunde. Der

Di [Cerknzenquotient
f-f@
t—a

beschreibt die Steigung der Sekante durch die Punkte des Graphen von f Uber
a und t. Konvergieren diese Steigungen fiir t -~ a gegen einen Grenzwert m,
so kann man diesen als infinitesimale Steigung von f im Punkt a au [@sken. Die
Grenzlage der Sekanten bildet dann eine Tangente an den Graphen von f.

Da t nur in der N&dhe von a zu betrachten ist, schreibt man oft t =a+h
und nimmt h als hinreichend klein an. Damit wird
f(t)—f(a) — lim f(a+h)— f(a).

t—a h-0 h

Unbefriedigend an dieser Definition ist allerdings, dass sie sich in dieser

Form nicht auf héhere Dimensionen verallgemeinern lasst, da eine Division durch

fia) = lim
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8.1 — Definitionen und Rechenregeln

Vektoren nicht sinnvoll erklart werden kann. Um dieses Problem zu umgehen,
charakterisieren wir Di Lerknzierbarkeit noch auf andere, dquivalente Weisen.

Di[erenzierbarkeitssatz  Fir eine Funktion f: I - R und einen Punkt a [
sind folgende Aussagen aquivalent:
(i) f ist dierknzierbar in a mit fita) = m.
(ii) Es gibt eine reelle Zahl m, so dass

o IF - @ - m—a)l _
t-a It —a]

@)

(iti) Es gibt eine reelle Zahl m und eine im Punkt a stetige Funktion €: I - R
mit €(a) =0, so dass

f(t) = f(a) + m(t — a) + £(t)(t — a). )
(iv) Es gibt eine im Punkt a stetige Funktion ¢ : | - R, so dass
fO=f@+dM)(t—a), tLL] ®3)
In diesem Fall ist p(a) =f'Ca). [ 1

mmmw (i) (i) Die Definition von m als Ableitung ist aquivalent mit

1
o=|imIM_m :“mf(t)—f(a)—m(t—a),
t- t—a t-a t—a

und dies ist &quivalent mit (1).

(i) i Gleichung (2) ist fur t # a aquivalent mit
_f®O-f@-—m(-a)
B t—a '

e(t)

Somit ist (1) aquivalent dazu, € durch O stetig nach a fortsetzen zu kdnnen.
(ifi) (v Dies ergibt sich mit o (t) = m + g(t).

Wir haben nicht verlangt, dass eine im Punkt a di Cerénzierbare Funktion
dort auch stetig ist. Da in Gleichung (3) aber ¢ im Punkt a stetig ist, ist es auch
die gesamte rechte Seite dieser Gleichung. Ist also f im Punkt a di Cerenzierbar,
so ist f dort auch stetig.

Gleichungen (1) und (2) erlauben folgende geometrische Interpretation. Die
a [meFunktion

At CAQ) = f(a) + m(t — a)

beschreibt eine Gerade durch den Punkt des Graphen von f Uber a mit der
Steigung m, und fur diese gilt

i FO=A®I _

0.
t-a It —a]
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Abb 3

Wurzelfunktion mit
Tangente um Punkt 1

Der Approximationsfehler |f —A] zwischen Funktion und Geraden verschwindet
also schneller als |t —a| fur t - a. Diese Eigenschaft bestimmt diese Gertade
sogar eindeutig a-35. Somit definiert A die bestapproximierende Gerade an den
Graphen von f in diesem Punkt. Man nennt die Gerade A mit

A(t) = f(a) + fia)(t — a)
die Linearisierung und ihr Bild die Tangente an den Graphen von f im Punkt a.

IT"Beispiele a. Jede konstante Funktion hat uberall Ableitung O.
b. Jede a [neFunktion a: t [Cmt + b ist in jedem Punkt di Cerknzierbar,
denn fur alle t und h gilt
a(t + hz —a(t) —m
Also ist a¢t) = m fur alle t. lhre Linearisierung im Punkt a ist

A@) =a@)+m(t—a)=ma+b+m(—a)=a(t).

Jede Gerade ist daher in jedem Pup}(t ihre eigene Tangente.

c. Die Wurzelfunktion t [t ist in jedem Punkt t > 0 di Lerknzierbar,
denn

VA
t+h— tzlt h | 1 /
h h t+h+ t t+h+ t
und damit v y
1 t+h— t
( O~=lim——mm = —, t>0.
h-0 2t

Im Punkt a = 1 beispielsweise ist die Linearisierung t T 3F (t —1)/2 apb3-

Bei t = 0 dagegen divergiert der Di Cerbnzenquotient, und die Wurzelfunkti-
on istin O nicht di Cerknzierbar.

d. Die Betragsfunktion |-| ist im Punkt O nicht di Cerknzierbar, da es dort
keine eindeutige bestapproximierende Tangente gibt. 11
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= Rechenregeln

Satz Sind f,g: | - R im Punkt a I i LCerknzierbar, so sind es auch f +g,
fg, und falls g(a) # 0, auch f/g, und es gelten die Summen-, Produkt-
und Quotientenregeln

(f+9)(a) = (F* gY@
(fg)'(a) = (f'd + fgY(a)
(f/g)a) = ((F'9 —fgV/g*)(a). [
1 Im Folgenden verwenden wir immer Kriterium (iv) von Satz 1. Wir
schreiben also

fO=f@+¢MO(—-a), g®)=g(@)+Y)(t—a)),

mit in a stetigen Funktionen ¢ und , wobei ¢(a) = ffa) und Y(a) = gia).

Fur das Produkt beispielsweise folgt daraus
(fo)(t) =f(t)g(t)
=f(a)g(@) + [f(@Y®) + d()g(@)] (t —a)
+pOPO)(t —a)?
= (fg)(@) + [f(@w() + d(H)g(a) + (OW(L)(t —a)] (t —a).
Der Ausdruck in eckigen Klammern ist stetig im Punkt a und hat dort den Wert
f@w() + d(a)g(a) = f(a)g'a) + f'a)g(a).

Also ist fg in a di[erknzierbar mit der behaupteten Ableitung. Die Ubrigen
Aussagen werden analog bewiesen. [

Satz  Fur alle n Zgilt
M= nt" L,
wobei t 20 fur n Q1 [

[ Fir n = 0 ist dies die Ableitung der konstanten Funktion, (1)™= 0. Fir
n =1 ist es die Ableitung der Identitat, (t)™= 1. Mit Induktion iiber n und der
Produktregel folgt fir n 11

A" HEE ") @)Y +t" ()P nt" Tt +t" = (n+ D)t".

FUr n < 0 erhélt man hieraus mit der Quotientenregel
— 'El —t™M"_nt™"t _ n
tfn - (t—)2 T t=2n T g-n+l

(M= =nt""t
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190 8 — Differenziation

I_Bin reelles Polynom ist Uberall di Cerenzierbar, und es gilt
o (S w—  —
agt = kagt 1= kagt -1
k=0 k=0 k=1

1

= Kettenregel und Umkehrregel

Wie bei der Stetigkeit untersuchen wir nun die Frage, unter welchen Bedin-
gungen die Di Cerknzierbarkeit bei Verkettung und Umkehrung von Funktionen
erhalten bleibt. — Zuerst die Verkettung zweier Funktionen.

5 Kettenregel Esseien f: 1 - J imPunkt a [CTlund g: J - R im Punkt
f(a) [CLIdi Cerknzierbar. Dann ist auch g < f im Punkt a di Cerknzierbar,
und es gilt

(g-H)=g'f@)f'(®). [ 1
i Nach Voraussetzung ist
f)=f@+pM(t—-a), g(s)=g(b)+yY(s)(s—b),
mit in a respektive b = f(a) stetigen Funktionen ¢ und Y, wobei ¢ (a) = f'(a)
und Y(b) = g¢b). Setzen wir s = f(t) und b = f(a), so erhalten wir
f)—f@=s—b=¢M)(t—a)
und weiter
(g-H)(t) =(g-f)@) + [WEM))P ()] (t —a).
Der Ausdruck in eckigen Klammern ist stetig im Punkt a mit Wert
W(f (@) (@) = g f(@)f(a).
Also ist g f in a diLerbnzierbar mit der behaupteten Ableitung. [

Man beachte, dass nur die Di Cerenzierbarkeit von f und g in den Punkten
a respektive b = f(a) gefordert wird. Di Lerknzierbarkeit in anderen Punkten
wird nicht benétigt. Dasselbe gilt fur die Umkehrregel ¢ .

[Beispiel  Die Funktion
I
f:ot 1+t
v
kann als Komposition der Wurzel g: x [k mit dem Polynom h: t 13 t?
aufgefasst werden. Sie ist auf ganz R definiert und di [erknzierbar mit der
Ableitung

fitt) = g?x)%h(t)h%) = ;ﬁ% o=t

X x=h(t) 1+t2
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Umkehrregel Sei f: 1 - J stetig und bijektiv. Ist f im Punkt a [T diCerkn-
zierbar und f'(a) # 0, so ist die Umkehrfunktion f~1: J - | im Punkt
b = f(a) diLerknzierbar, und es gilt
1
fHF2(b))
m Nach Voraussetzung ist wieder f(t) = f(a) + ¢(t)(t —a) mit einer im
Punkt a stetigen Funktion ¢, wobei ¢p(a) = fi¢a) = 0. Es existiert dann ein
d >0, so dass ¢(t) =0 fur alle t [Tk(a) n I. Fur diese t kébnnen wir die erste
Gleichung umformen zu

LTO-1@

¢ ()
Setzen wir s = f(t) und b = f(a) und schreiben g = f™1, so ist t = g(s) und
a =g(b), und die letzte Gleichung ist gleichbedeutend mit

(FHo) = 1 4

t=a

s—b
R TTON
Da der Nenner im Punkt b stetig ist und nicht verschwindet, ist g im Punkt b
di Cerknzierbar, und die Ableitung ist wie behauptet.
1 1
9= S a®) ~ FEd)’

Man kann Gleichung (4) leicht rekonstruieren. Aus f~1(f(t)) =t folgt mit

der Kettenregel 5

EHEENF'MD) =1,

also
D) = e
Fi¢)
Dies ist allerdings kein Ersatz fur den vorangehenden Beweis. Wir mussen ja
zuerst wissen, dass f~1 im Punkt b di Cerknzierbar ist, bevor wir die Kettenregel

anwenden durfen.

[l_Beispiel Die Parabel f: t [X2ist fur t [COlstrikt wachsend, bijektiv und
di Cerkénzierbar mit Ableitung

i) = 2t.
Diese ist nicht Null fuir t > 0. Die Umkehrfunktion g = f~ ist deshalb in jedem
Punkt x = t?2 > 0 di Lerknzierbar mit Ableitung

1 _ 1
fii9()) 290

g'¢x) =
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Fur die Wurzelfunktion erhalten wir also wieder das Ergebnis von Beispiel 2,
V_
( 0L .
2 X

Andererseits ist £'(0) = 0, und in 0 = f(0) ist die Wurzelfunktion auch tatsich-
lich nicht di Cerbnzierbar. Die Annahme, dass f™~im betrachteten Punkt nicht
verschwinden darf, ist also notwendig. (11
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