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7 — Stetigkeit

7.3
Funktionsgrenzwerte

Ist eine Funktion f in einem Punkt a ihres Definitionsbereichs stetig, so ist
f(a) = rI]im f(Xn)

fir jede Folge (xn) im Definitionsbereich von f, die gegen a konvergiert 3. Ein
solcher Grenzwert kann aber auch dann existieren, wenn f im Punkt a gar nicht
definiert oder dort unstetig ist.

I Beispiel Esist313
t3 —
t—1
Die links stehende Funktion ist bei t = 1 nicht definiert, die rechts stehende
dagegen auf ganz R stetig. Man kann daher erwarten, dass der links stehende
Ausdruck fur t - 1 den Grenzwert 3 besitzt. 11

=t?+t+1.

Wir wollen solche Grenzwerte unabhéngig von einem eventuell vorliegenden
Funktionswert definieren, und das auch in solchen Punkten, wo die Funktion nur
in einer Umgebung, aber nicht im Punkt selbst definiert ist. Dazu benétigen wir
den Begri [Cdes Haufungspunktes einer Menge.

Definition Ein Punkt a [CElheit Haufungspunkt einer Menge D [CE] wenn in
jeder Umgebung von a unendlich viele Punkte von D liegen. [ 1

II"a. Eine endliche Menge besitzt keine Haufungspunkte.

b. Die Menge {1/n:n NI} [CRlbesitzt O als einzigen Haufungspunkt.

c. Die Menge Q [Rlbesitzt jede reelle Zahl als Haufungspunkt.

d. Ist die Zahlenfolge (an)nmkonvergent mit Grenzwert a und sind un-
endlich viele Folgenglieder verschieden, so ist a der einzige Haufungspunkt
der Menge A = {an:n [I}. Gibt es dagegegen nur endlich viele verschiedene
Folgenglieder, so hat A endlich und hat keinen Haufungspunkt. 11

Definition Sei f: E DI - F eine Abbildung und a ein Haufungspunkt von D.
Dann hei3t w [CElder Grenzwert von f im Punkt a, geschrieben

)I(lpglf(x) =w,
wenn fur jedes € > 0 ein & > 0 existiert, so dass

f(Us(a) n D) CU(w), 4
wobei

Us(a) CU(a)\{a} ={x [EL 0 < X+ algk 5}
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7.3 — Funktionsgrenzwerte

die punktierte 8-Umgebung des Punktes a [CElbezeichnet. [ 1

Die Bedingung (4) ahnelt der Stetigkeitsbedingung in (3), nur wird hier die
Funktion f an der Stelle a nicht ausgewertet. Sie muss daher auch nicht in a
definiert sein. Andererseits ist fir einen Haufunspunkt a die Menge Us(a) n D
fur alle & > 0 nicht leer. Andernfalls wére Bedingung (4) automatisch erfullt.

Folgenkriterium fur Funktionsgrenzwerte Sei f: E [ - F und a ein
Haufungspunkt von D. Dann gilt

)I(l{r)if(x) =w
genau dann, wenn
r!im f(xp) =w
fur jede gegen a konvergierende Folge (xn) in D\{a}. [ 1

i Der Beweis ist praktisch identisch mit dem Beweis des Folgenkriteriums
fur Stetigkeit in einem Punkt 3. Wir wiederholen ihn hier der Vollstandigkeit
halber.

[Gilt limy_ 5 f(X) = w, so existiert zu jedem € > 0 ein & > 0, so dass (??)
gilt. Ist (xn) eine Folge in D\{a} mit Grenzwert a, so existiert zu diesem o
wiederum ein N [I] so dass x, [U}(a) fur alle n [N Es gilt sogar

xn [CUk(@) n D, n [N
da die Folgenglieder ja in D\{a} liegen. Also gilt
f(xn) CUL(W), n [N

Da fur jedes € > 0 solch ein N existiert, gilt limp_ . f(Xp) =w.

[Angenommen, es gilt nicht limy_5 f(X) =w. Da jede punktierte Umge-
bung von a Punkte aus D enthélt, gibt es ein € > 0, so dass in jeder punktierten
1/n-Umgebung von a ein x, [DI existiert mit

f(xn) CUE(W).

Diese x, bilden eine konvergente Folge in D\{a} mit Grenzwert a, fur die f(Xxn)
sicher nicht gegen w konvergiert. Wir erhalten damit einen Widerspruch. [

Aus diesem Kriterium ergibt sich die folgende Charakterisierung der Stetig-
keit, die oft auch als deren Definition dient.

Korollar Sei D CElund a Haufungspunkt von D. Dannist f: D - F
stetig in a genau dann, wenn limy_af(x) =f(a). [ 1
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7 — Stetigkeit

Bemerkung Jeder Punkt einer Menge D ist entweder ein Haufungspunkt
oder ein isolierter Punkt von D. In letzterem Fall existiert also eine Umgebung
von a, die keine weiteren Punkte von D enthalt. In einem isolierten Punkt ist
jede Funktion stetig g.4. [

Mit dem Folgenkriterium 2; erhalten wir Grenzwertsatze fur Funktionen aus
den Grenzwertsatzen fur Folgen 5 7. Der Beweis der folgenden Ergebnisse ist als
Ubung Uberlassen.

Grenzwertsatze Sei a ein Haufungspunkt von D. Besitzen die Funktionen
f,g: D - R im Punkt a die Grenzwerte

!(lfr;lf(x)=u, J(lfr;lg(x)=v,

so gilt auch
(i) limy_aAf +pg)(X) =Au+pv  fur A,p R}
(i) limy_a(fg)(x) =uv,
(iii) limy_a(f/9)(X) =u/v, falls v 0.
(iv) Gilt auBerdem f [Cglin einer punktierten Umgebung von a, so ist u [\/1
Hierbei qilt (i) auch fur Abbildungen in einen beliebigen Banachraum F. [

II—a. Fuhrt man die Polynomdivision aus, so ist
t3

lim

=lim@{?+t+1)=3.
t-1 t—1 t-1

b. Da die Sinusfunktion beschrankt ist, gilt lim;_o tsint™ = 0.

c. Die Funktion t [Csimt™! dagegen hat in 0 keinen Grenzwert.

d. Die Dirichletfunktion ; & besitzt in keinem einzigen Punkt der reellen
Gerade einen Grenzwert. 11

= Einseitige Grenzwerte

Auf der reellen Geraden kann man noch unterscheiden, ob man sich einem
Punkt von links oder von rechts nahert. Fir eine Funktion f: D - F mit D [RI
erklart man deshalb noch den linksseitigen Grenzwert

f-(a) Clinf(x) Chin(f D)), Dz LDIn (=, a),
und den rechtsseitigen Grenzwert
fi(a) Clinfo Chiin(f D)), Di CDIn (a, ),

vorausgesetzt, a ist ein Haufungswert von D3 respektive D} . Man betrachtet also
nur Argumente links oder rechts des Punktes a. Andere fur diese Grenzwerte
Ubliche Bezeichnungen sind f(a—) und f(a+).
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7.3 — Funktionsgrenzwerte 179

Abb 11

Einseitige Grenzwerte /
einer monotonen f.(a)
Funktion

f(@) °

e /

IIa. Fur die Wurzelfunktion gilt

1 —1
lim x=Ilim x=0.
X0 x [

b. FUr die Gauklammer oder Ganzzahlfunktionsig [-]: R - R giltin

jedem Punkt m [Z1

Man

)I(il%[x]:m:[m], )I(il%[x]:m—l.

sagt dazu auch, [-] istin m rechtsseitig stetig.
c. Die Funktion t [Csiht™! besitzt in 0 weder einen links- noch einen

rechtsseitigen Grenzwert. 1111

Bemerkung Der Grenzwert von f in a existiert genau dann, wenn beide

einseitigen Grenzwerte existieren und Ubereinstimmen:

nen,

Satz

)I(lp;lf(x)=w I:g%f(x)=w=!(|mmf(x). —1

Einseitige Grenzwerte existieren insbesondere immer fiir monotone Funktio-
ohne jede Stetigkeitsannahme. Das macht sie besonders nttzlich.

Ist f: R = R monoton, so existieren in jedem Punkt a [Rldie links- und
rechtsseitigen Grenzwerte von f. Genauer gilt

sup f=f_(a) [Ifa) [(TXa) = inf f

(=,a) (a,0)

im Fall einer monoton steigenden Funktion, und

inf f=f(a) dda) Cf a) =sup f

(—,a) (a,)

im Fall einer monoton fallenden Funktion. [ 1
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i Sei zum Beispiel f monoton steigend und a [CR1 Dann ist f auf (—oo, &)
nach oben durch f(a) beschrankt, und es gilt

A [Sup f [1(a).
(=o0,a)

Zu jedem € > 0 existiert aufgrund des Approximationssatzes ;12 ein t < a mit
A—e<f(ty) Al

Aufgrund der Monotonie von f gilt dann aber auch
A—e<f() A] te <t<a.

Das aber bedeutet, dass

f_(a) = Itll%lf(t) =A= sup f.

(=,a)

Entsprechend argumentiert man fir den rechtsseitigen Grenzwert. [l

Bemerkung Eine monotone Funktion f: R - R ist stetig in a genau dann,
wenn f_(a) = f,(a). Andernfalls bezeichnet man

of(a) = [f+(a) — f-(a)]

als die Sprunghtéhe von f in a. [

= Uneigentliche Grenzwerte

Fir Funktionen auf der reellen Geraden sind auch uneigentliche Grenzwerte
bei co und —oco erklart. Wir missen dazu nur entsprechende Umgebungen wie
zuvor 5 g erklaren, also

U5(°°) = (6_11 oo)! UB(_OO) = (_00, _6_1), S>> O,

welche in diesem Fall auch gleichzeitig die punktierten Umgebungen sind.
So ist zum Beispiel o ein Haufungspunkt von D [CRl wenn D nach oben
unbeschrankt ist, also sup D = oo gilt. Es gilt dann

fim @ = w.
wenn es zu jedem € > 0 ein & > 0 gibt, so dass
If(t) —w]| <g, t [Tk (c0) n D.
Und dies gilt genau dann, wenn fur jede Folge (t,) in D mit t, — oo auch
r!ij[]of(tn) =w.

Entsprechend sind uneigentliche Grenzwerte fur die Werte von Funktionen erklart,
indem in (4) die Umgebungen von w entsprechend gewahlt werden.
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1
—a. lim—- =0, lim — =0
tooo t to—oo t
1 1
b. lim— = oo, lim— = —oo.
t ot t ot

c. Fur jedes Polynom p mit p(t) =t" +a,—1t" 1 + .. + ap gilt

fmp®=e, lim p@) = (1)7-c.

d. Betrachte eine reelle Folge (an) als Funktion a: N - R mit a(n) = a,.

Ist die Folge konvergent, so gilt

lima,=Ilima(t). 11
n-oo t_oo
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