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7.2 — Stetige Funktionen auf Intervallen

Abb 6

Zwischenwertsatz

von Bolzano T(b)

f(a)

7.2
Stetige Funktionen auf Intervallen

Wir betrachten nun einige fundamentale Eigenschaften stetiger reellwertiger
Funktionen auf einem Intervall, also Funktionen f: [a,b] - R. Dazu zahlen
der Zwischenwertsatz 14, der Satz tber Umkehrfunktionen 17, und der Satz vom
Minimum & Maximum 1g.

= Zwischenwerte

Zwischenwertsatz von Bolzano Sei f: [a,b] - R stetig und f(a) # f(b).
Dann existiert zu jeder reellen Zahl w zwischen f(a) und f(b) mindestens
ein Punkt ¢ [(d,b) mit f(c) =w. [

Bemerkung Der Zwischenwertsatz gilt o Cedsichtlich nicht, wenn f nicht
stetig oder der Definitionsbereich kein Intervall ist — siehe Abbildung 7. 1

mm Wir kdnnen annehmen, dass f(a) <w < f(b). Andernfalls gehen wir
zur Funktion —f und dem Zwischenwert —w Uber und wenden den folgenden
Beweis darauf an.

Betrachte die Menge

] -
AT C[a,b]:f(t)<w L[[a,b].

Diese Menge ist nicht leer, denn a [CA. Aullerdem ist sie beschrankt. Somit

existiert ¢ =sup A, und o Ledsichtlich ist ¢ [Jd,b]. Wir zeigen, dass f(c) =w.

Aufgrund des Approximationsatzes 5 g existiert eine Folge (ty) in A mit
limp_ o tn = ¢. Mit der Stetigkeit von f und f(ty) <w fur alle n folgtsg

lim f(ta) = f(c) [

Wegen w < f(b) ist ¢ # b und somit ¢ <b. Ware nun f(c) <w, so ware f aus
Stetigkeitsgrinden auch in einer kleinen, ganz in [a,b] enthaltenen Umgebung
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Abb 7 Zwischenwertsatz von Bolzano nicht anwendbar
w w
Pl — Pl Pl
kein Intervall unstetige Funktion

von c¢ kleiner als w. Es gdbe also ein d [[4,b] mit
c<d<b, f(d) <w.

Dann aber wéare d [CA] im Widerspruch zur Definition von ¢ als dem Supremum
von A. Also gilt nicht f(c) <w, sondern f(c) =w. [l

Ein wichtiger Spezialfall des Zwischenwertsatzes liefert die Existenz einer
Nullstelle einer Funktion, also eines Punktes x mit f(x) = 0.

Nullstellensatz Ist f: [a,b] - R stetig und f(a)f(b) < 0, so besitzt f in
(a,b) mindestens eine Nullstelle. [

mm Entweder ist f(a) < 0 < f(b) oder f(a) > 0 > f(b). In beiden Féllen
kdnnen wir den Satz von Bolzano 1 mit w = 0 anwenden. [

II_Beispiel Jedes reelle Polynom p ungeraden Grades,
p(t) = 2" + a0t2" + .. + agt + ao,

besitzt mindestens eine reelle Nullstelle. Denn ein solches Polynom definiert
eine stetige Funktion auf R, die fur hinreichend groRRe t positiv und hinrei-
chend kleine t negativ wird. Die Existenz einer Nullstelle folgt damit aus dem
Nullstellensatz ;3.

Dies gilt naturlich nicht fuir Polynome geraden Grades. Das Polynom t2 + 1
beispielsweise besitzt keine reelle Nullstelle. 11

Der Zwischenwertsatz von Bolzano lasst sich noch verallgemeiner formulie-
ren. Sei dazu

supf Csdpf(l) =sup{f(t):t 1},
|

und analog inf, f. Diese durfen auch den Wert oo respektive —co annehmen.
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Allgemeiner Zwischenwertsatz Sei | ein beliebiges Intervallund f: I - R
stetig. Dann nimmt f jeden Wert zwischen inf, f und sup, f mindestens
einmal an. [

i Sei infy f <w < sup, f. Dann gibt es aufgrund des Approximationssat-
zes 212 Punkte a [Tund b [CI'mit f(a) <w < f(b). Wenden wir den Satz von
Bolzano 1> auf die Einschrénkung von f auf das abgeschlossene Intervall mit den
Endpunkten a und b an, so erhalten wir die Behauptung. [l

Bemerkung Alle drei Zwischenwertsatze sind tatséchlich aquivalent: aus
jedem lassen sich die beiden anderen ableiten .. [

Geometrisch betrachtet ist der allgemeine Zwischenwertsatz aquivalent zu
folgender Formulierung.

Intervallabbildungssatz  Stetige Bilder von Intervallen sind wieder Intervalle.
Das heif3t, ist | ein Intervall und f: I - R stetig, so ist f(l) ebenfalls ein
Intervall. [

i Besteht (1) nur aus einem Punkt, so sind wir fertig. Gehdren zwei
Punkte u <v zu f(l), so nimmt f also die Werte u und v an. Dann nimmt f
aufgrund des Zwischenwertsatzes 14 auf | auch jeden dazwischen liegenden Wert
an. Es gilt also auch [u,Vv] CI(l). Somit enthalt (1) mit je zwei Punkten auch
alle dazwischen liegenden Punkte. Per definitionem ist f (1) damit ein Intervall. (0

= Umkehrfunktionen

Eine beliebige Funktion f: I - R ist auf ihrer Bildmenge umkehrbar, wenn
sie injektiv ist. Dies kann allerdings nur schwer zu verifizieren sein. Ein spezifi-
scheres Kriterium gibt es fur den allgemeinen Fall aber nicht.

Anders ist die Situation, wenn f stetig ist. Dann reduziert sich das Problem
auf die Frage, ob f streng monoton ist.

Definition Eine Funktion f: R DI - R heif3t monoton steigend, falls
u<v L[ fu) Cfv)
far alle u,v DI Sie heil3t streng monoton steigend, falls sogar
u<v [T u)<f(v)

fur alle u,v DI Analog sind monoton fallende und streng monoton fallende
Funktionen definiert. Schlie3lich heif3t eine Funktion (streng) monoton, wenn
sie (streng) monoton steigt oder fallt. [
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I"a. Jede konstante Funktionen t [clist auf R monoton steigend und
monoton fallend, aber naturlich nicht streng monoton.
b. Die Identitatsfunktion t [T st auf R streng monoton steigend.
c. DieParabel t [T2list auf (—oo,0] streng monoton fallend und auf [0, o)
streng monoton steigend.
d. Die Cosinusfunktion g3 ist auf den abgeschlossenen Intervallen

I; = [(2n — 1)1, 2n1], I} = [2nm, (2n + 1)T], n Z]
streng monoton steigend respektive streng monoton fallend. 1111

Eine auf einem Intervall I streng monotone Funktion f ist o [Cedsichtlich
injektiv und damit auf ihrer Bildmenge f(l) umkehrbar 5.2>. Ist f auRerdem
stetig, so ist (1) ebenfalls ein Intervall 15. Wir zeigen jetzt, dass f~1 auf diesem
Intervall auch wieder stetig und streng monoton ist. Die Funktion f~1 hat also
dieselben Eigenschaften wie f.

Satz uber stetige Umkehrfunktionen Sei | ein Intervall. Ist f: | - R streng
monoton und stetig, so gilt mit J =f(l):
(i) f: 1 - J istbijektiv und besitzt eine Umkehrfunktion f~1: J - I, die im
selben Sinn streng monoton ist.
(i) J ist wieder ein Intervall.
(iiiy 71 ist ebenfalls stetig. 1

Bemerkung Dieser Satz gilt fUr jedes Intervall, also beispielsweise auch fur
| =[0,00) oder | =R. [

i Wir betrachten den Fall, dass f: | -— R streng monoton steigt.
(1) O [Cedsichtlich ist f injektiv und auf der Bildmenge J = f(I) umkehr-
bar. Die Umkehrfunktion f~1: J - | existiert somit auf jeden Fall. Ferner gilt

11 E’E‘ S!_ =f(t1) @:f(tz).
Die Kontraposition hiervon ist
s1<s; CH=F1(s1) <tp=F"(s2).

Also ist auch f~1 streng monoton steigend.

(if)  Ist f stetig, so ist J aufgrund des Intervallabbildungssatzes 15 eben-
falls ein Intervall.

(ili)  Sei zun&chst ty kein Randpunkt von 1. Ist € > 0 hinreichend klein, so
gilt 1o = Ue (o) = (to — €,tp + €) CLIAufgrund der Monotonie von f gilt

Jo CIqlo) = (f(to —€),f(to +€)) [T
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Abb 8

Zum Satz Uber stetige
Umkehrfunktionen Jo = f(lo)

Us(so)
So

lo =Ue(to)
-0
to

und es ist sg = f(tp) [LIJ. Wahlen wir jetzt zum Beispiel
O [mlin{sg — f(to —€),f(to +€) —so},
so ist & > 0 und Us(so) [LIJ. Ferner gilt
71 (Us(s0)) CFT'(Jo) = lo = Ue(to) = U (F*(s0)).

Da zu jedem € > 0 ein solches & = 0 existiert, ist 1 in sg stetig.
FUr Randpunkte und streng monoton fallende Funktionen gelten entspre-
chende Argumente. (111

Eine Anwendung dieses Satzes liefert uns — endlich — die Existenz der n-ten
Wurzel als stetige Funktion auf der Halbgeraden [0, ).

Wurzelsatz  Fur jedes n [Zlbesitzt die Funktion t [t auf [0,) eine
streng monoton steigende, stetige Umkehrfunktion

V_
[0,00) - [0,00), t [,
genannt die n-te Wurzelfunktion. [

o Sei n 21 Auf [0, 00) ist die Funktion f: t [fMals Polynom stetig und
unbeschrankt, und damit f ([0, o)) = [0, ). AuRerdem ist sie streng monoton
steigend, da 313

u"—vi=@u-v)Wr+u"2v+ .. +v"™ ) >0, u>v Ol

Alle Aussagen folgen daher aus dem vorangehenden Satz. (1]

= Minimum & Maximum

Fur eine beliebige Funktion f: D - R existiert immer supp f auf der er-
weiterten Zahlengeraden. Dies kann auch den Wert co annehmen. Es muss auch
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Abb 9

Kein Minimum oder sup
Maximum /
inf /

o— o0 e @

o [edes Intervall unstetige Funktion

keinen Punkt in D geben, an dem f diesen Wert annimmt, auch wenn f be-
schrankt ist. Einfache Beispiele sind in Abbildung 9 skizziert.

Gibt es dagegen einen Punkt ¢ [CO mit f(c) = suppf, so spricht man
von einem Maximum und sagt, f nimmt sein Supremum im Punkt ¢ an *. Man
schreibt

supf =maxf =f(c)
D D
und nennt c¢ selbst eine Maximalstelle von f. Ein Maximum ist in jedem Fall
endlich. Entsprechend sind das Minimum minp f und eine Minimalstelle erklart.

Der folgende Satz sagt aus, dass dies immer fur eine stetige Funktion auf

einem abgeschlossenen Intervall der Fall ist.

Satz vom Minimum & Maximum Ist f: [a,b] - R stetig, so existieren Punkte

u,v [Jd,b] mit
f(u) CEQt) CEQv), t []4d,b].

Insbesondere gilt also

1 Gebrauchlicher ist die nicht ganz korrekte Formulierung, f nehme sein Maximum an.

Abb 10

Satz vom Minimum & max
Maximum
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f(u) = inf f =minf, f(v) = sup f = maxf. 1
S [a,b]l  [ab] v [a,S [a,b]

[ Sei m [Cinif [, b7 T, wobei im Moment auch —oo zugelassen ist. Aufgrund
des erweiterten Approximationssatzes s >g existiert eine Folge (t,) in [a,b] mit
f(t,) - m. Da diese Folge beschrankt ist, besitzt sie nach dem Satz von Bolzano-
Weierstral3 5 17 eine konvergente Teilfolge (tn,) mit Grenzwert u. Da a [T [l
far alle n, ist auch a [Cul[Cbl Es gilt also

l!ir?otnk =u [34,b].

Aufgrund der Stetigkeit von f ist
iir?of(t”k) =f(u).

Da aber f(t,, ) Teilfolge der konvergenten Folge f(t,) ist, erhalten wir insgesamt
f(u) = iir?of(t”k) = ,!if[]of(tn) =m= [th]f.

Insbesondere ist m endlich. — Entsprechend fur das Supremum. [

Damit erhalten wir auch eine Verscharfung des Intervallabbildungssatzes 15
flr abgeschlossene Intervalle.

Korollar Eine stetige reelle Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall
ist beschrankt und bildet dieses wieder auf ein abgeschlossenes Intervall
ab. [

Fur die anderen Intervalltypen gilt dieses Korollar nicht. Eine stetige Funk-
tion kann auf einem o [Ceden Intervall unbeschrankt sein, oder das Bild kann ein
abgeschlossenes Intervall sein.
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