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Abb 2 Einheitskugeln bezuglich verschiedener Normen

Summennorm Euklidische Norm Maximumsnorm

= Skalarprodukte

Um auch den euklidischen Abstand als Norm zu erkennen, bendtigen wir
noch das Konzept des Skalarproduktes.

Definition Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum E ist eine Funktion
-0 ExE - R

mit folgenden Eigenschaften:
(s-1) Definitheit: XIxCIT O] und XIxX[F0 [X¥O,
(s-2) Symmetrie: X1y [ZF D, xCJ
(s-3) Linearitat: [AX+py,z[FAXzFp D,z

far alle x,y,z CElund A,p CR1 [ 1

Wegen der Symmetrie ist ein reelles Skalarprodukt auch linear im zweiten
Argument, also

XIAY + pz[F A XY [F pIxiz]

Man spricht daher auch von einer bilinearen Form auf E. Fur diese gilt tbrigens
[X]10= O fur alle x CE1

Fur Skalarprodukte gilt folgende grundlegende Ungleichung, die man meist
nur Schwarzsche Ungleichung nennt.

32  Cauchy-Schwarz-Bunjakowskische Ungleichung Fur ein Skalarprodukt auf ei-
nem reellen Vektorraum E gilt

Xy PICH XYLy 1 x,y CE

Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn x und y linear abhéangig sind. [
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57 — Normierte Radume und Banachraume

i Far jedes Skalarprodukt und jede reelle Zahl A gilt
0 [+ Ay, X + Ay [F XIx[F 2A Xy 3 A2, y [

Da die Behauptung o Cedsichtlich fur y = 0 gilt, durfen wir y # 0 annehmen.
Dann ist Iy, y [ 0, und wir kdnnen

v,y ]
wahlen. Einsetzen in die vorangehende Ungleichung ergibt
Xyl Xy Xy £
0 X x[F 2 + = XIx[=
My My vy

und Multiplikation mit [yl,y (= O ergibt die Behauptung

0 [ [Ty y & Xy 1

Angenommen, es gilt sogar Gleichheit. Ist y = 0, so sind x und y ohnehin
linear abhéngig. Ist dagegen y # 0, so ergibt dieselbe Wahl von A und dieselbe
Rechnung in umgekehrter Richtung die Identitat

X+ Ay, X+ Ay [F 0,
also x + Ay = 0. Somit sind x und y linear abhéangig. 1m0

33 Satz Ist []- [@in Skalarprodukt auf einem Vektorraum E, so definiert
1
XTI IxX] x ]

eine Normauf E. [ 1

umm Definitheit ist leicht zu verifizieren. Positive Homogenitéat folgt mit
—m - /| —
X2 [AXAXCF ANXIXx[EF A X xCEF A XT3

Ferner ist aufgrund der Cauchyungleichung

| Xy O x 0 [,y O3 XTI
Daraus folgt
IXH—ylfl: X+y,x+y[]
= XIx[#+2 Xy vy
X 2 XIS Y2k (X8 DA

Wurzelziehen ergibt die Dreiecksungleichung. mmmimn
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Abb 3

Trennende Umgebungen Ug(a).""'“
Ug (@) und Ug(b) '
T O

b

II_Das Standardskalarprodukt auf dem R" ist

1
AYyLT 1 Xkyk = X1Y1 + .. + XnYn.
k=1
Somit ist XIx[F |x1|2 + ..+ |xn|2, und die hiervon induzierte Norm ist die
euklidische Norm [I5]die hiermit 33 auch tatsachlich als Norm erkannt ist. 11

Bemerkung Nicht jede Norm wird durch ein Skalarprodukt gegeben. Dies
ist nur dann der Fall, wenn die Parallelogrammgleichung

Xhy Ph Xy Pk 2 X2 2 [yT2]
erfulltist g37. [

Wir haben damit erste Beispiele von normierten Rd&umen. Viele weitere wer-
den folgen. Eine zentrale Rolle spielen sie zum Beispiel in der Funktionalanalysis,
wo man verschiedenste RAume von Funktionen und Abbildungen studiert.

= Umgebungen

Um Konvergenz fur Folgen in einem normierten Vektorraum E zu definieren,
genugt es nun, den Begri Cdér Umgebung entsprechend zu verallgemeinern. Die
e-Umgebungen eines Punktes a sind hier die Mengen

Ug(a) X [El xX+al=Fe}.

Sie werden auch o [efile e-Kugeln um a genannt und mit B¢ (a) bezeichnet.

Allerdings sehen diese Kugeln nur im Fall der euklidischen Norm wie han-
delsubliche Kugeln aus — siehe Abbildung 2. Dies ist jedoch fir mathematische
Zwecke unwesentlich. Wichtig ist, dass es um zwei verschiedene Punkte eines
normierten Raumes immer e-Umgebungen gibt, die disjunkt sind. Man sagt, man
kann verschiedene Punkte durch o Cede Umgebungen trennen.

Trennungseigenschaft Zu je zwei Punkten a # b eines normierten Raumes
gibt es immer ein € > 0 derart, dass

Ug(a) nUg(b) = 1]
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i Man nehme € = [@1—alZR > 0 und fuhre die Annahme, dass die ent-
sprechenden Umgebungen einen Punkt gemeinsam haben, zum Widerspruch. [

= Konvergenz

Die Definition einer konvergenten Folge und ihres Grenzwertes in einem
normierten Raum ist nun wortlich dieselbe wie im reellen Fall 4.

Definition und Satz  Eine Folge (an) in einem normierten Raum E heif3t konver-
gent mit Grenzwert a, falls jede e-Umgebung von a fast alle Folgenglieder
enthalt. Dieser Grenzwert a ist eindeutig bestimmt. [

[ Zu jedem b # a existiert aufgrund des Trennungssatzes 34 ein € >0,
so dass die e-Umgebungen um a und b disjunkt sind. Da fast alle Folgenglieder
in Ug(@) liegen, kdnnen nur noch hdchstens endlich viele in Ug(b) liegen. Also
kann b kein Grenzwert der Folge sein. [

Notiz  In einem normierten Raum konvergiert eine Folge (an) genau dann gegen
den Punkt a, wenn (&} —aDkine reelle Nullfolge bildet. [

[ Dies ergibt sich aus
ap [Ul(a) [y —al=ge L[4} —alIUi(o),

wobei Ug(0) die e-Umgebung von 0 [CRImeint. [

s Grenzwertsatze

Auch die Grenzwertsatze verallgemeinern sich von reellen Folgen direkt auf
Folgen in normierten R&umen. Wir fassen uns daher kurz.

Satz Gilt ap - a in einem normierten Vektorraum E, so gilt auch
[ah I3 [@l ]

in R. Jede konvergente Folge ist daher auch beschrankt — das heif3t, es gibt
ein M [O] so dass [@} 1Ml fir alle n. [

i Wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt

%EI @%@,—al:l 0.

Also konvergiert ([@}, D lgegen [@I_Insbesondere ist diese Folge beschrankt. [
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Grenzwertgleichung fur Linearkombinationen  Sind (an) und (bn) zwei kon-
vergente Folgen in einem normierten Vektorraum, so ist auch jede Linear-
kombination (Aan + ubp) konvergent, und es gilt

lim (Aan + pbp) = Alimapy + plimby. 1
i Mit a = limap und b =limby ist

[@an + pbn) — (Aa + pb) [ [Afa, —a) — p(bn —b) 1
L]A| (ah —alH [p| by —bL]

Wegen a, - a und b, - b steht auf der rechten Seite eine Nullfolge 35. Also
bildet auch die linke Seite eine Nullfolge 5, und die Behauptung folgt 35. [

= Konvergenz in R™ und C

Eine Folge (xn) im R™ heifl3t auch vektorwertige Folge. Hier ist jedes Folgen-
glied ein m-Tupel, also

Xn = (Xn,1, -» Xn,m)-
Ein Grenzwert einer solchen Folge ist dann ebenfalls ein m-Tupel a = (a1, ..,am)-

Satz  Eine vektorwertige Folge (xn) konvergiert gegen a bezuglich der Summen-,
euklidischen und Maximumsnorm genau dann, wenn sie also komponenten-
weise konvergiert:

Xn,i - ai, 10O0rm [
Zunéachst eine Ungleichung, die dfter benétigt wird.

Lemma Fur x CRI" gilt

[XTeo] C XTSI T 10 Ml [XT ool 1
[ Es ist ja

Ll 2 2
max |xi| © Cph|” + .. + [Xml]
1 0 0ml
CQKe| + .. + |x |)2I__It:r|1max |x-|L;|
HE m 10Tmr

Das heil3t, es ist XT2] | IRI% [IK 21 [ h? IXIf;I Wurzelziehen ergibt die

Behauptung. (0
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i Beweis des Satzes  Aufgrund des letzten Lemmas ist

X} —alel LX) —aldlC X} —al1m X} — alsl

Bildet also eine dieser Normen eine Nullfolge, dann auch jede andere. Konver-
genz in jeder Komponente ist gleichbedeutend mit Konvergenz bezuglich 1]
woraus die Behauptung folgt. (1

Komplexe Folgen kénnen als ein Spezialfall dieses Satzes betrachtet werden,
wenn man C mit R? identifiziert. Eine komplexe Folge konvergiert also genau
dann, wenn die Real- und Imaginérteile ihrer Folgenglieder konvergieren .36 .

Schlief3lich gilt auch der

Satz von Bolzano-Weierstral? im R™  Jede beschrankte vektorwertige Folge be-
sitzt eine konvergente Teilfolge. [ 1

i Sei (Xn)n eine beschrankte Folge im R™. Sei xn = (Xn 1, -+, Xa,m). Dann
ist auch jede Komponentenfolge

Xn,i)n, 1 O01m,

beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf? fiir reelle Folgen 17 existiert
somit eine erste Teilfolge (xnkm), deren erste Koordinate konvergiert:

XnE]_ - ai.

Aus dieser kdnnen wir eine zweite Teilfolge (xﬁf) auswahlen, wo auch die zweite
Koordinate konvergiert:

XnEJFQ - a.

Diesen Auswahlverfahren kdnnen wir fortsetzen, bis wir eine letzte Teilfolge
(Xn,) erhalten, wo auch die letzte Koordinate konvergiert:

Xng,m — 8m-

Somit konvergiert jede Komponente der Teilfolge (Xn, ). Damit 3g konvergiert
diese Teilfolge aber auch in der euklidischen Norm gegen a = (as, .., am). [

= Cauchyfolgen und Banachraume
Cauchyfolgen in normierten RAumen sind wie reelle Cauchyfolgen definiert.

Definition Eine Folge (an) in einem normierten Vektorraum heif3t Cauchyfolge,
wenn es zu jedem € > 0 ein N [Tlgibt, so dass

[a) —an [S ¢, n,m [Nl 1
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Jede konvergente Folge ist wieder eine Cauchyfolge, und Lemma 1 20 und 2 21
fur reelle Cauchyfolgen gelten genauso in normierten Raumen. In den Beweisen
muss man lediglich den Betrag durch die jeweilige Norm ersetzen:

Satz In einem normierten Vektorraum gilt:
(1) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
(2) Jede Cauchyfolge ist beschrankt.
(3) Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist die gesamte Folge
konvergent mit demselben Grenzwert. [ 1

Der grof3e Unterschied ist jedoch, dass das Cauchykriterium im Allgemeinen
nicht mehr gilt: es gibt normierte Vektorrdaume, in denen Cauchyfolgen keinen
Grenzwert haben. Ein Beispiel dafur geben wir im nachsten Abschnitt.

Vielmehr ist dies eine Eigenschaft, die eine wichtige Klasse von normierten
Raume auszeichnet, wahrend sie anderen Raumen fehlt. Daher erhalten solche
R&ume auch einen eigenen Namen.

Definition  Ein normierter Vektorraum heif3t vollstandig, wenn jede Cauchyfolge
in ihm einen Grenzwert besitzt. Ein vollstandiger, normierter Vektorraum
wird Banachraum genannt. [

Die einfachsten Beispiele von Banachrdumen kennen wir bereits.

Satz Die Raume R und C mit der Betragsnorm sowie R" mit der euklidischen,
Summen- oder Maximumsnorm sind vollstadndig, also Banachraume. [ 1

i Jede Cauchyfolge ist beschrankt. Da in den genannten Rdumen der Satz
von Bolzano-Weierstral3 gilt, besitzt jede Cauchyfolge auch eine konvergente
Teilfolge. Dann ist aber auch die Cauchyfolge selbst konvergent. [l

Bemerkung Wir werden in Abschnitt ?? sehen, dass der R™ mit jeder Norm
vollstandig ist, da dort alle Normen aquivalent sind. [

II_Noch ein Beispiel  Sei X eine beliebige nichtleere Menge, und fir eine Funk-
tion f: X - R sei

OLJdCsup {|f(X)] : x CXT}.
Auf dem Raum der beschrankten reellen Funktionen auf X,
1 (|
B(X)= f: X - R: OLd<o ,

ist dies eine Norm, genannt Supremumsnorm, und (B(X), [T ist ein Banach-
raum g-4p. 1
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