Folgen

Eine Folge in einer beliebigen Menge X ist eine Funktion
f: N X,
die man ublicherweise durch Aufzahlung ihrer Funktionswerte in der Form

(f1,f2,13,..) = (f)n = (Fndn = (fn)

angibt. Man spricht von Zahlenfolgen, wenn f eine Abbildung nach R oder C ist
und alle Folgenglieder demzufolge reelle oder komplexe Zahlen sind.

An einer Zahlenfolge interessiert uns vor allem ihr asymptotisches Verhalten
— also wie sie sich verhalt, wenn der Folgenindex gegen Unendlich strebt. Gibt es
zum Beispiel einen Punkt, dem sich die Folge >immer weiter annéhert< und den
man als ihren Grenzwert bezeichnen kénnte?

Die reelle Folge

e & N N R
naam 23 77'n’"

beispielsweise scheint gegen 0 zu streben, denn die Folgenglieder sind positiv,
werden aber immer kleiner. Dagegen hat die reelle Folge

((—D)"nre (-1,1,-1,1,-1,..)

wohl keinen Grenzwert, da sie standig zwischen 1 und —1 wechselt.

Der Begri [Cdes Grenzwertes ist von fundamentaler Bedeutung fur die ge-
samte Analysis. Er prazisiert die intuitive Vorstellung, dass eine Folge einem
bestimmten Punkt >beliebig nahe kommt<«. Auf ihm basieren die Konzepte der
Stetigkeit sowie der Di Lerknziation und Integration.
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5.1
Grenzwerte reeller Folgen

Wir betrachten zunéachst reelle Folgen, also Folgen reeller Zahlen. Von zen-
traler Bedeutung ist der Begri C_der konvergenten Folge und ihres Grenzwertes.

Definition Eine Folge (an)ncmreeller Zahlen heifdt konvergent, wenn es eine
reelle Zahl a gibt, so dass zu jedem € > 0 ein N [Tl existiert mit der
Eigenschaft, dass

lah —al <t n [N
Diese Zahl a heif3t der Grenzwert der Folge, geschrieben

limay = a,

n- oo
und man sagt, (a,) konvergiert gegen a fur n gegen Unendlich. [
Andere Schreibweisen hierfur sind

an - a, n - oo,

oder auch nur kurz a, - a oder lima, = a.

Die in der Definition geforderte Eigenschaft wird als e-N-Test bezeichnet. Zu
jeder Fehlerschranke € > 0 muss es eine Indexschranke N [Ilgeben, jenseits
derer alle Folgenglieder einen Abstand kleiner als € von a haben:

n CNl Ja, —a] <e.

Umgekehrt bedeuet dies, dass hochstens endlich viele Folgenglieder einen Abstand
groRRer oder gleich € von a haben, und zwar allenfalls aj, ..,an-1-

Im e-N-Test hangt die Schranke N im Allgemeinen von € ab, weshalb man
auch oft N(€) schreibt. Es ist aber nicht erforderlich, diese Abhangigkeit explizit
anzugeben, oder das bestmégliche N zu suchen. Es genugt zu zeigen, dass es
fur jedes € > 0 ein solches N(g) gibt.

Im e-N-Test kommt es auch auf grof3e € nicht an. Es genugt, hinreichend
kleine € zu betrachten. Gilt der e-N-Test fur alle 0 < € < gg mit irgendeinem
€0 > 0, so gilt er auch fur alle € > 0.

Bei Konvergenzfragen kommt es auch nicht auf die ersten Folgenglieder an.
Es spielt keine Rolle, ob die Indizierung einer Folge bei 0, 1, oder irgend einer
anderen naturlichen Zahl beginnt. Daher kann man auf eine explizite Angabe im
Allgemeinen verzichten, wenn es nur um den Grenzwert geht.

Schlief3lich spielt es im e-N-Test keine Rolle, ob man |a, —a| < € oder
lan —al| C£]oder ob man n [Nl oder n > N fordert. Alle méglichen Formulie-
rungen sind &quivalent.
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Abb 1

e-N-Test

a+¢g

a—e

Triviales Beispiel Jede konstante reelle Folge (a)nrmist konvergent mit
Grenzwert a. — Hier ist also a, = a furalle n 11 11

o . .1
[T Beispiel Es gilt rI]lmﬁzo. (-

[ Zu jedem € > 0 existiert nach dem Prinzip des Archimedes 39 eine
naturliche Zahl N > 1/¢. Mit 1/N < € gilt dann fur alle n [Nl ebenfalls

1
0< — I__il <g, n [Nl
n N
Somit gilt auch
-0 1 <Eg, n NI
n

Damit haben wir fur jedes € > 0 ein geeignetes N [Tlgefunden. [

= Eindeutigkeit und Beschranktheit

Die Definition des Grenzwertes suggeriert, dass eine konvergente Folge nur
einen Grenzwert haben kann. Auch wenn dies o [edsichtlich erscheint, erfordert
es einen Beweis.

Eindeutigkeitssatz Der Grenzwert einer konvergenten reellen Folge ist eindeutig
bestimmt. [

1 Angenommen, (an) hat zwei verschiedene Grenzwerte & und a. Dann
ist ¢ CJA— 4| > 0. Zu £/2 existieren ein N CTund N [T so dass

lan —a| <&/2, n [Nl
lan — | < e/2, n

Mit irgendeinem N [Cmax(N,N) folgt hieraus mit der Dreiecksungleichung
|a—&4l Cd—an|+|an — 8l <e/2+e/2=¢.

Dies ist ein Widerspruch zu € = |&a—§|.
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Beschranktheitssatz  Eine konvergente reelle Folge ist beschrankt. Das heif3t, es
gibt ein reelle Zahl M Q] so dass |ay| [CM fur alle n. [

Mit anderen Worten, eine reelle Folge (an)nrmist beschrankt, wenn die
Menge ihrer Folgenglieder {a, :n I} beschrénktin R ist.

i Ist (an) konvergent mit Grenzwert a, so gibt es zum Beispiel zu € = 1
ein N [I] so dass

lah —al <1, n [Nl
Also gilt mit der Dreiecksungleichung auch
lan|] LJdn —al +[a]<]a]+1, n [N
Wahlen wir jetzt
M =max{|ail, .., lan-1|,|al + 1},
so gilt |an| M fur alle n. Somit ist die Folge (an) beschrankt. [
Definition Eine Folge, die nicht konvergiert, heif3t divergent. [

Beispiele a. Die reelle Folge ((—1)™)n rmiist divergent.
b. Jede unbeschrankte Folge ist divergent 3.
c. Jede Abzdhlung von Q n [0, 1] ist divergent 5.4. 1l

Die Beispiele zeigen insbesondere, dass aus der Beschranktheit einer Folge
allein nicht deren Konvergenz folgt. Wir werden jedoch bald sehen, dass jede
beschrénkte monotone Folge konvergiert, und dass jede beschrankte Folge eine
konvergente Teilfolge besitzt.

52
Grenzwertsatze

Um Folgen auf Konvergenz zu untersuchen, verwendet man den e-N-Test
eher selten. Meistens greift man auf bereits bekannte Grenzwerte zurtick und
wendet Grenzwertsatze an. Dabei ist es bequem, den Begri Cder konvergenten
Folge auf den Begri [_der Nullfolge zuriickzufuhren. Dies sind konvergente Folge
mit Grenzwert O.

Notiz Eine reelle Folge (an) ist konvergent mit Grenzwert a genau dann, wenn
(an —a) eine Nullfolge bildet. [
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[l Gilt ap - a, so existiert zu jedem € > 0 ein N [Tlso, dass
lah —a| <e, n [N
Dies ist aber aquivalent mit
|(an —a) — 0] <g, n [N
also zu der Aussage, dass (an — a) gegen O konvergiert. (1]

Majorantenkriterium  Gilt |a, —a| [CJHu| fur alle n mit einer Nullfolge (bp),
so ist die Folge (an) konvergent mit Grenzwert a. [

11 Nach Voraussetzung existiert zu jedem € > 0 ein N [1] so dass
|bn| <€, n [Nl

Also ist |ay —a| [JA3n| < € fur alle n [CNI. Somit konvergiert (an) gegen a. [l

2
o N n
—Beispiel Esgilt lim ——— =1. Denn
n-oco N+ 1

%nZ % 1 1
-1 < =,
+ n2+1 n

und die rechte Seite bildet eine Nullfolge ;. 1111

Nullfolgen haben die nutzliche Eigenschaft, srobust< zu sein. Multiplizieren
wir sie gliedweise mit einer Folge, von der wir nur wissen, dass sie beschrankt ist,
so erhalten wir trotzdem wieder eine Nullfolge.

Nullfolgensatz  Sei (an) eine Nullfolge. Ist (by) eine Nullfolge, so ist auch (a, +
bn) eine Nullfolge. Ist (bn) nur eine beschrénkte Folge, so ist (anbn) immer
noch eine Nullfolge. [ 1

i Seien (an) und (bp) Nullfolgen. Zu jedem € > 0 existiert dann ein
N [I]so dass

lan] <€/2, |bn| <¢€/2, n [N
Dann gilt aber auch
lan + bn| OJdn| + |bn| <e/2+e/2 =¢, n [Nl

Da fur jedes € > 0 ein solches N existiert, bildet auch (a, + bp) eine Nullfolge.
Sei nun (an) eine Nullfolge und (bn) eine beschréankte Folge. Dann existiert
ein M > 0, so dass

[bn| LM
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far alle n. Zu jedem € > 0O existiert dann ein N, so dass
€
lan] < VR n N1
Dann aber gilt
€
Ianbnlzlanllbn|<M'M:S, n I:N].
Da fur jedes € > 0 ein solches N existiert, bildet auch (anbn) eine Nullfolge. [

I Beispiele a. Ist (by) eine beliebige beschrankte Folge, so ist (b,y/n) eine
Nullfolge:

b. Das Produkt der Nullfolge (1/n) mit der unbeschréankten Folge (n?) ist
die unbeschrankte Folge (n) und damit divergent. Auf die Beschranktheit der
Folge (bn) kann im Nullfolgensatz also nicht verzichtet werden. 111

= Grenzwertgleichungen

Es folgen die klassischen Grenzwertsétze fur Summe, Produkt und Quotient
konvergenter Folgen.

Satz  Sind die reellen Folgen (an) und (bp) konvergent mit a, - a und b, - b,
so konvergieren auch (Jan|), (an + bp) und (anbn), und es gilt

lan| - lal, an+by -~ a+b, anby - ab.
Ist auBerdem b # 0, so existiert an/by fur alle hinreichend groen n, und
an/bn - a/b. 1
il Betrag:  Aufgrund der umgekehrten Dreiecksungleichung 2 g gilt

%nl—lal%ﬂn—al-

Da die rechte Seite eine Nullfolge bildet, folgt die Behauptung s.

Summe: Da (an —a) und (b, — b) Nullfolgen bilden, gilt dies auch fur
deren Summe ((an + bp) — (a +b)). Das entspricht der Behauptung.

Produkt: Es ist

anbn —ab = (anh —a)by + (b, —b)a.

Nach Voraussetzung sind (a, —a) und (b, — b) Nullfolgen, und nach dem
Beschranktheitssatz 3 ist (bn) beschrankt. Also sind aufgrund des Nullfolgen-
satzes g auch (an —a)b, und (b, — b)a Nullfolgen. Mit dem eben Bewiesenen

5.6



52 — Grenzwertsatze

ist auch deren Summe eine Nullfolge, und damit auch (anbn, — ab). Also gilt
anbn - ab.

Quotient: Aufgrund der eben bewiesenen Produktregel geniigt es zu zeigen,
dass 1/b, - 1/b. Nach Voraussetzung ist b # 0 und damit € = |b]/2 > 0. Dazu
existiert ein N [CI] so dass

|bnh —b| <k, n [Nl
Dann aber ist
|bn] CJA| —€ =2 —€ =k, n [N
Somit ist (1/bn)n o beschrankt L. Schreiben wir jetzt

1 l_b_bn

bh b~ bpb’

so ist die rechte Seite das Produkt einer Nullfolge mit einer beschrankten Folge,
also wieder eine Nullfolge . Also gilt 1/b, - 1/b. [l

Fur konvergente Folgen (an) und (b,) gilt somit

lim(a, [hd) = (limay) Cdimbn)

fur I+, -, :}, im Fall der Division allerdings nur, wenn limb, # 0. Man sagt,
die Grenzwertbildung vertauscht mit den arithmetischen Operationen. Spater
werden wir dies als die Stetigkeit dieser Operationen auf R interpretieren.

a. Bevor man Grenzwertgleichungen anwenden kann, sind oft
Umformungen nétig, um konvergente Folgen zu erhalten. Ein typisches Beispiel
sind Quotienten, deren Zahler und Nenner fur sich betrachtet divergieren. So gilt

2
n2 n n2
b. Allgemein kiirzt man rationale Ausdricke durch die hdchste Potenz, die
in Zahler und Nenner auftritt:
n _ 1/n 0
n2+2n+3 1+2/n+3/n2 1

= O'
und

| O
(n’+1)(n—-3) _ 1+1/n?> (1—-3/n) 1-1

1
(2n+1)3 2+ 1/n)° 23 "8

1 Daes auf die ersten Folgenglieder nicht ankommt, fordern wir nicht explizit, dass alle b, von Null
verschieden sind.

5.7
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= Grenzwertungleichungen

Mindestens ebenso wichtig wie Gleichungen fir Grenzwerte sind Unglei-
chungen. Das nachste Lemma bildet hierfur die Grundlage.

Lemma Sei (an) eine konvergente reelle Folge und b eine reelle Zahl. Gilt fur
jedes € > 0 die Ungleichung

an bk ¢
fur unendlich viele n, so ist
lima, Cbl [ 1

i Sei a = limap . Ware a > b, so gébe es ein € >0 mit a—e¢ [Cbhh €, und
dazu ein N [IImit |ay — a] < € fur alle n NI Insbesondere gilt dann

an>a—¢ [bHe¢g, n [N

Dann aber gilt a5, [ChH € nicht mehr fir unendlich viele n — ein Widerspruch.
Also ist a bl

Bemerkung Typischerweise gilt a5, [Cbl+ € fur alle n [CN mit einem
hinreichend groRen N. Aber dies wird im Beweis nicht benétigt. [

Grenzwertungleichung Die reellen Folgen (an) und (b,) seien konvergent. Gilt
an by fur unendlich viele n, so gilt auch

lima, Cliinby. 1

il Sei b = limbp . Zu jedem € > 0 existiertein N [CI]sodass |bh—b| <e
fir n [N Insbesondere gilt dann b, < b + € fur alle n [CNI. Folglich gibt es
unendlich viele n mit der Eigenschaft, dass

an [bl <b+e.
Mit dem vorangehenden Lemma folgt daraus lima, Chl= limb,. 0

Achtung: Selbst wenn a, < by, fur alle n gelten sollte, folgt daraus nicht,
dass die strikte Ungleichung auch fur die Grenzwerte gilt. Fur a, = —1/n und
b, = 1/n gilt o Cedsichtlich

an < bp, n [T]
aber
limay, =0=Ilimb,.
Strikte Ungleichungen Uberleben einen Grenzibergang im Allgemeinen nicht, und

Grenzwertungleichungen schlieen immer auch den Fall der Gleichheit ein.

5.8
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53
Einige wichtige Grenzwerte

Lemma FuUr jede reelle Zahl g mit |q| <1 gilt Aim gqg"=0. [ 1

i Der Fall g = O ist trivial. Sei also 0 < |q| < 1. Dann ist

1
1+¢

lal =
mit einer reellen Zahl € > 0. Aufgrund der Bernoullischen Ungleichung 34 ist
(1+¢)" Ik ne, n 11

Damit erhalten wir

1
(1+&g)h T+ne neg

9" = lal" =

Da auf der rechten Seite eine Nullfolge steht, bildet aufgrund des Majorantenkri-
terium 5 auch q" eine Nullfolge.

Lemma Fir jede reelle Zahl g mit |g] <1 und jedes p [CZIgilt
. Pan —
\im na" =0.

Somit dominiert q" jede Potenz von n,wenn |g] <1. [ 1

umm Sei g # 0, und betrachte a, [CoP |q|". Fur festes p folgt aus den
Grenzwertsatzen 7

. n+1 p . 1 P . 1 ?
lim =lim 1+— = lim 1+ — =1.
n-oo n n-oo n n-oo n
Also gilt auch
|imﬂ_|im n+1 Il =lal <1
n-o ap T oo n al=19 ’

Wahlen wir eine beliebige reelle Zahl r mit |g] <r <1, so gibtes also ein N [T]
mit der Eigenschaft, dass

a
I+l or <, n [Nl

n

Also ist 0 < aps+1 <rap fur alle n NI Induktiv folgt daraus
0 < an+n < r"ay, n Ol

Hier bildet (r") aufgrund des letzten Lemmas 19 eine Nullfolge. Also s bildet
auch (an) eine Nullfolge. Das ergibt die Behauptung. il

5.9
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Lemma FuUr jede reelle Zahl a gilt

n
lim — =0.
n-o nl

Die Fakultat wéchst somit schneller als jede Potenz. [ 1

i Fixiere irgendein r mit O <r < 1. Dann gibt es ein N [I] so dass

1al
n

Cr] n [Nl

Fur alle n NI gilt dann

E:L@J Lﬁpw—@mlf\‘

N N
| K = o o r Cal” r" .
n: k=1 k=1 k=N+1 k=N+1

o<

Die rechte Seite bildet eine Nullfolge beziiglich n, und wir sind fertig. 10

Im n&chsten Lemma antizipieren wir die Existenz und Monotonie der n-ten
Wurzelfunktion auf den positiven reellen Zahlen ;.

Lemma Es gilt

Y
lim™n =1. 1

n-oo

. . 1
[ Sei € > 0. Dannist 0 < T+e < 1, und daher 1;

lim —=
n-co (L+¢)N
Also gibt es ein N [1] so dass

n

——— <1, n[M
@L+e)n

Dies ist aquivalent mit n < (1 +¢€)", oder
"n<l+eg, n
. v .
Da andererseits auch 1 ["In fur alle n [I] folgt hieraus

vV
" n—1| <g, n [N

Da fur jedes € > 0 ein solches N existiert, folgt die Behauptung. (1]
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54
Existenzsatze

Bisher gingen wir davon aus, dass wir den Grenzwert einer konvergenten
Folge kennen - schlieBlich spielt dieser eine zentrale Rolle in der Definition ihrer
Konvergenz. Tatsachlich sieht man jedoch vielen konvergenten Folgen nicht an,
welchen Grenzwert sie haben. So ist die Folge der reellen Zahlen

41 1 1 1

e T TI )

konvergent 15, auch wenn wir ihren Grenzwert nicht kennen.

Es stellt sich deshalb die Frage, ob man nur durch Betrachten einer Folge
selbst auf deren Konvergenz und die Existenz eines Grenzwertes schlieBen kann.
Am einfachsten ist diese Frage fir monotone Folgen zu beantworten.

= Monotone Folgen

Definition Eine reelle Folge (a,) heildt monoton steigend, falls
an [al+
fur alle n gilt. Sie heil3t streng monoton steigend, falls sogar
an < an+1

fur alle n gilt. Analog sind monoton fallend und streng monoton fallend
definiert. Schlie3lich heif3t eine Folge (streng) monoton, wenn sie (streng)
monoton steigt oder fallt. [ 1

Konvergiert eine Folge (an) monoton gegen ihren Grenzwert a, so schreibt
man auch genauer a, [al fir monoton steigende und a, [al fir monoton
fallende Folgen.

14 Satz von der monotonen Konvergenz Eine monotone Folge (an) ist konver-
gent genau dann, wenn sie beschrankt ist. In diesem Fall gilt

lima, =sup{an: n NI}

fir monoton steigende Folgen. Fur monoton fallende Folgen gilt entsprechend
lima, =inf{an,:n CNI}. [

511
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i [ —Jede konvergente Folge ist beschrankt 3.
[—¥ei umgekehrt etwa (a,) monoton steigend und beschrankt. Dann ist
die Menge A = {an:n NI} beschrankt, und es existiert die reelle Zahl

a=SupA < oo,

Aufgrund des Approximationssatzes 71> existiert zu jedem € > 0 ein Element
an CAlmit a — e < ay [Cal Aufgrund der Monotonie der Folge (an) und der
Definition von a als obere Schranke aller a, gilt dann auch

a—¢e<ay [al [a) n [Nl
Das aber bedeutet, dass
lah —a| <t n [N
Da € > 0 beliebig war, gilt also lima, =a =supA. [l

Bemerkung Die Existenz des Grenzwertes folgt somit aus der Existenz
eines Supremums, und damit aus der Vollstandigkeit der reellen Zahlen. Im
Koérper Q gilt der Satz nicht 5. [

["Beispiel  Die Folge der Summen

L3l 1 1 1 1
en = — =1+ -+ —+ + .+ —
_ k! 1 1.2 1-2-3 n!
k=0
ist o Cedsichtlich streng monoton steigend. Au3erdem ist zum Beispiel
1
W e k 11

Somit gilt mit q =1/2 313
—nn
B L
e K!

1
k=1

=2.

en—1 =
" 2k-17 1—-q 1-—q

Die Folge ist also beschrankt, und es existiert die Eulersche Zahl

el nIiﬁtnooen = r!lmo Pl TR
k=0 k=0

wobei e [3laufgrund unserer groben Abschatzung. 11

= Teilfolgen

Nicht jede reelle Folge ist monoton. Man kann aber immer eine monotone
Teilfolge auswéahlen, indem man nur einen Teil der Folgenglieder betrachtet und
die Ubrigen ignoriert.

5.12
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Definition Ist (an)n eine Folge in einer Menge X und (nk)k eine streng monoton
steigende Folge nattrlicher Zahlen, so heil3t

(@ndk = (an;, an,, )
eine Teilfolge von (an). Die Folge (nk)k selbst heil3t eine Auswahlfolge. [

Eine Teilfolge ist also die Komposition einer Folge a: N - X mit einer
streng monoton steigenden Folge ¢: N - N, also die Folge

acd = (agpmn))nF (Ap): Ap2) --)-

[L_Beispiele a. (1/n?) und (27 ") sind Teilfolgen von (1/n).
b. Die Folge (0,1,0,2,0,3,0,..) besitzt unter anderem die beiden Teilfol-
gen (0,0,0,..) und (1,2,3,..).
c. Die Folge ((—1)") besitzt die beiden Teilfolgen

1,1,..), (-1,-1,.),

und noch viele andere, zum Beispiel ((—1)K*) oder ((—=1)%).
d. Jede Folge besitzt Ubrigens tberabzahlbar viele Teilfolgen 522, 1111

Jede Teilfolge einer konvergenten Folge ist o [Cedsichtlich ebenfalls konver-
gent mit demselben Grenzwert. Interessanter ist die Frage, ob jede Folge eine kon-
vergente Teilfolge besitzt. Die Antwort gibt der Satz von Bolzano-Weierstral 17,
der auf folgender Beobachtung basiert.

Lemma Jede reelle Folge (an) enthalt eine monotone Teilfolge. [
[l Betrachte die Menge
[ . [
A= n [Nl: a, &}, furallem [nl.

Ist A unendlich, so bildet eine streng monotone Abz&hlung von A eine Auswahl-
folge (nk) mit der Eigenschaft, dass

ank mk+1 .

Also ist (an,) monoton fallend. Ist dagegen A endlich, so ist sup A < oo, und das
gilt auch, wenn A leer ist. Zu jedem n > sup A existiert dann ein m > n mit

an <am,

denn andernfalls ware n [CAl Auf diese Weise kdnnen wir induktiv eine Auswahl-
folge (nk) konstruieren, so dass

an, < Angsy -

Wir erhalten somit eine streng monoton steigende Teilfolge (an, ). [

5.13
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Bemerkung Der Satz behauptet nicht, dass man immer je eine monoton
fallende und eine steigende Teilfolge auswéhlen kann. Ist zum Beispiel die Aus-
gangsfolge monoton steigend, so ist auch jede Teilfolge monoton steigend. [1

Satz von Bolzano-Weierstral?  Jede beschrankte reelle Folge besitzt eine konver-
gente Teilfolge. [

[ Mit dem vorangehenden Lemma kdnnen wir aus jeder Folge eine mono-
tone Teilfolge auswéahlen. Diese ist beschrankt, wenn die Originalfolge beschrankt
ist. Also ist sie mit dem Satz von der monotonen Konvergenz 14 konvergent. [l

I Beispiele a. ((—1)") besitzt unter anderem die konvergenten Teilfolgen
(1,1,..) und (—1,-1,..).

b. Jede Abzahlung der rationalen Zahlen im Intervall [0,1] besitzt eine
konvergente Teilfolge. Es gibt sogar zu jeder reellen Zahl x []Q,1] eine Teilfolge,
die gegen x konvergiert.

c. Die monotone Folge (1,2,3,..) besitzt keine konvergente Teilfolge. Sie
ist aber auch nicht beschrankt. 111

= Cauchyfolgen

Wann aber ist eine beschrankte Folge auch ohne Auswahl einer Teilfolge
konvergent? Moit anderen Worten, wann kann man von der Konvergenz einer
Teilfolge auf die Konvergenz der gesamten Folge schlieRen? Die Untersuchung
dieser Frage fuhrt zum Begri C_dér Cauchyfolge.

Definition Eine reelle Folge (an) hei3t Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0
ein N [Tlgibt, so dass

lam — an| <k, m,n [N 1

In einer Cauchyfolge wird der Abstand aller Folgenglieder untereinander
also beliebig klein, wenn deren Indizes nur grof genug sind.

Beispiele a. ((—1)") bildet keine Cauchyfolge, denn
(D)™ - (D"=2, nrCI.
b. Fir die Summen e, von Beispiel 15 gilt fur alle m [CnlC11

III 71| lll Ij 1

Iem - enl = k| I:I 2k—1 %_71

k=n+1 """ k=n+1

Da dies fur alle m [Cnalgilt und die rechte Seite eine Nullfolge in n bildet, ist (en)
eine Cauchyfolge. 111
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Weitere Beispiele fur Cauchyfolgen sind an dieser Stelle nicht nétig. Denn es
gilt ganz allgemein:

Satz Jede konvergente reelle Folge ist eine Cauchyfolge. [ 1

i Sei (an) konvergent mit Grenzwert a. Dann existiert zu jedem € >0
ein N [T]so dass

lan —a| < &/2, n
Fur alle m,n [N gilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung
lam —an| Odm —al +|la—an| <e.

Somit bildet (an) eine Cauchyfolge. [

Bemerkung Es reicht nicht, nur die Abstande |an+1 —an| zu betrachten.

So bilden die Summen

a1 1 1 1

=1+=-+=+ . +=

hn = =
k:lk 2 3 n

eine streng monoton steigende Folge, und es gilt

1
n+1

|hn+1 - hnl =
Trotzdem ist diese Folge divergentg4. [1

Uns interessiert naturlich vor allem die Frage, ob auch umgekehrt eine
Cauchyfolge immer konvergiert. Dazu zundchst zwei Teilergebnisse.

Lemma 1l Jede Cauchyfolge ist beschrankt. [

il Dies wird genauso bewiesen wie der Beschrénktheitssatz 3. Nur wahlit
man statt des Grenzwertes a zum Beispiel das Folgenglied ay . 1111

Lemma 2 Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist auch die
Gesamtfolge konvergent, und die Grenzwerte stimmen Uberein. [ 1

i Sei (an) eine Cauchfolge, (an,) eine konvergente Teilfolge, und a ihr
Grenzwert. Zu jedem € > O existiert aufgrund der Cauchyfolgen-Eigenschaft ein
N [I]so dass

lam —an| < €/2, m,n [Nl
Aufgrund der Konvergenz der Teilfolge existiert auBerdem ein K [1] so dass

lan, —al < €/2, k K1

5.15
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Wahlen wir ein k CKImit ng [CN], so folgt
lan —a| OJan —an, | +|lan, —a| <e/2+e/2 =¢, n [Nl
Da € > 0 beliebig war, folgt die Konvergenz von (an) gegen a. [l

Zusammen mit dem Satz von Bolzano-Weierstrass folgt nun das Konver-
genzkriterium von Cauchy, das ohne Kenntnis des Grenzwertes auskommt.

Cauchykriterium  Eine reelle Folge ist konvergent genau dann, wenn sie eine
Cauchyfolge bildet. [1

1 [—Biehe oben 1g.

[_Eine reelle Cauchyfolge (an) ist beschrankt ;o. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrald 17 besitzt sie also eine konvergente Teilfolge. Dann »; ist aber
auch die gesamte Folge konvergent mit demselben Grenzwert. [

I"Beispiel  Die durch

I GO L S SR G O
N kil 21 n!

dn
k=0

definierte Folge (dy) ist nicht monoton, doch fur m > n [Tgilt

ldm —dnl T 7 C5F

mit derselben Abschéatzung wie in Beispiel 18. Also ist auch (dn) eine Cauchyfolge
und damit konvergent. Ubrigens gilt

. 1 1
Ilmdn = — = N .
e limenp

Dies ergibt sich aus der Potenzreihendarstellung der Exponenzialfunktion. 11

5.5
Haufungswerte

Es gibt Folgen, die nicht konvergieren, aber trotzdem einem oder mehreren
Punkten immer wieder >beliebig nahe< kommen. Statt von Grenzwerten spricht
man in diesen Fallen von Haufungswerten.
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Definition Eine reelle Zahl a heil3t Haufungswert einer reellen Folge (an), wenn
es zu jedem € > 0 und jedem N [Tlein n [Nl gibt, so dass

lan—al<e. [

Da es zu jedem N ein solches n [Nl gibt, ist die Menge {n: |a, —a| <&}
unbeschrankt. Zu jedem € > 0O gibt es daher unendlich viele n mit der Eigenschaft,
dass |an —a] < €. Nicht verlangt wird dagegen, dass dies fur alle hinreichend
grof’en n gilt.

I Beispiele a. (1/n) hat O als Haufungswert und als Grenzwert.
b. ((—1)") hat die zwei Haufungswerte 1 und —1.
c. (n) hat keinen Haufungswert.
d. (sin(ntt/2 + 1/n)) hat die drei Haufungswerte —1, O und 1. 11

Den Unterschied zwischen Grenz- und Haufungswert verdeutlicht folgende
Sprachregelung. Eine Eigenschaft A gilt fur unendlich viele n, wenn die Menge
{n NI A(n)} unbeschrankt ist. Sie gilt fur alle bis auf endlich viele n, oder kurz
fur fast alle n, wenn die Menge {n NI =A(n)} endlich und damit beschrankt
ist.

II_Beispiele a. Fast alle Primzahlen sind ungerade.
b. Unendlich viele naturlichen Zahlen sind ungerade, aber nicht fast alle.
c. Fast alle ungeraden Zahlen sind nicht durch 2 teilbar. 111

SchlieRRlich fuhren wir noch den grundlegenden Begri C_dér Umgebung ein.

Ist a [CRlund € > 0, so nennen wir das o [ede Intervall
Us(@) [TX[RI: |[x—a]<e}=(a—¢g,a+¢g)

die e-Umgebung von a. Sie besteht aus allen reellen Zahlen x, deren Abstand
von a strikt kleiner als € ist. — Mit diesen Begri [ed konnen wir Haufungs- und
Grenzwerte wie folgt charakterisieren.

Charakterisierung von Haufungs- und Grenzwert Eine reelle Zahl a ist Hau-
fungswert einer reellen Folge (a,) genau dann, wenn in jeder e-Umgebung
von a unendlich viele Folgenglieder liegen. Sie ist ihr Grenzwert, wenn in
jeder e-Umgebung sogar fast alle Folgengleider liegen. [1

Jeder Grenzwert ist somit ein Haufungswert. Aber nicht jeder Haufungswert
ist ein Grenzwert. Eine Folge kann keinen, einen, oder viele Haufungswerte haben.
Selbst wenn sie nur einen Haufungswert hat, muss dieser kein Grenzwert sein.

5.17
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I Beispiele  a. ((—1)™)n rbesitzt genau zwei Haufungswerte, 1 und —1.
b. (1,2,3,..) besitzt keinen Haufungswert.
c. (0,1,0,2,0,3,..) besitzt 0 als einzigen Haufungswert, ist aber nicht
konvergent. [11I

Zwischen Haufungswert und Teilfolge besteht folgender Zusammenhang,
der ebenfalls als Charakterisierung von Haufungswerten dienen kann.

Satz Eine reelle Folge (an) besitzt a als Haufungswert genau dann, wenn es
eine Teilfolge von (an) gibt, die gegen a konvergiert. [ 1

i —Gibt es eine Teilfolge (an,) mit an, - a, so liegen in jeder e-Um-
gebung von a fast alle Glieder der Teilfolge. Damit liegen in dieser Umgebung
aber auch unendlich viele Glieder der Originalfolge. Also ist a ein Haufungswert
dieser Folge.

[——¥ei umgekehrt a ein Haufungswert der Folge (an). Sei (gn) eine belie-
bige monoton fallende Nullfolge, zum Beispiel €, = 1/2". Dann definieren wir
rekursiv eine Auswahlfolge (nyx) durch n; CTlund

- [
ng Cmin n>ng-1: ay T} (@) , k 21
Da a ein Haufungswert ist, sind die betrachteten Mengen nicht leer und besitzen
somit ein Minimum. O Cedsichtlich gilt dann N > nNk_; . 2

Wir behaupten, dass an, - a. Nun, da (gn) eine positive Nullfolge bildet,

existiert zu jedem € > 0 ein K [Tlso, dass

O<eg<g, k K1
Aufgrund der Definition der nk gilt dann auch
an, CUL(a) CUi(a), k [KI

In jeder e-Umgebung von a liegen somit fast alle Glieder der Teilfolge (an,).
Also gilt a,,, -~ a. 1

Den Satz von Bolzano-Weierstral? kbnnen wir damit auch so formulieren.

Satz von Bolzano-Weierstral?  Jede beschrénkte reelle Folge besitzt einen Hau-
fungswert. [

il Jede beschrankte reelle Folge besitzt eine konvergente Teilfolge 17.
Deren Grenzwert ist damit auch Haufungswert der Gesamtfolge. (11111

2 statt des Minimums koénnten wir auch irgendein Element dieser Menge wahlen. Das daran anschlie-
Bende Argument bleibt davon unberthrt.
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5.6
Uneigentliche Grenzwerte

Neben den klassisch konvergenten Folgen hat man es oft auch mit Folgen zu
tun, die in gewisser Weise gegen oo oder —oo streben. Dieses Verhalten kdnnen
wir prazisieren, indem wir auch fur diese Falle geeignete Umgebungen betrachten.
Dazu definieren wir fur alle € > 0 die o [eden Intervalle

Ue(e0) LA/, ), Ug(—0) [C(Feo, —1/€)
als e-Umgebungen von oo respektive —oo. Es gilt dann beispielsweise
Us(o0) [} (o0), O<d<e.

Die Umgebungen werden also >kleiner<, wenn € kleiner wird — wie es sich fir Um-
gebungen gehort. Man beachte, dass diese Umgebungen die Punkte oo respektive
—oo nicht enthalten.

Definition Eine reelle Folge (an) konvergiert uneigentlich gegen oo, wenn in
jeder e-Umgebung von oo fast alle Folgenglieder liegen. Man nennt dann oo
den uneigentlichen Grenzwert einer solchen Folge und schreibt

lim a, = oo.
n- oo

Entsprechendes gilt fur die uneigentliche Konvergenz gegen —co. [ 1

Auch im Fall der uneigentlichen Konvergenz ist der Grenzwert eindeutig

bestimmt. Aber nattrlich ist eine uneigentlich konvergente Folge nicht beschrénkt.

Notiz Es gilt a, - oo genau dann, wenn zu jedem M > 0 ein N [Tlexistiert, so
dass

an > M, n N1

Jede beliebige Schranke wird also von fast allen Folgengliedern Gbertroled. [ 1

[T Beispiel Es gilt

lim " n! = oo,

n- oo
Denn sei M > 0. Wegen M"/n! -, 0 12 gibt es ein N, so dass

Mn
— <1, n [N
n!

v__
Fir n Nl ist also n! > M" und damit "n! >M. 10

5.19
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s Grenzwertsatze

Die Grenzwertgleichungen 7 verallgemeinern sich nur unter zuséatzlichen
Voraussetzungen auf uneigentliche Grenzwerte. Um diese handlich zu formulie-
ren, schreiben wir a, [cImit einer reellen Konstanten c, wenn a, > ¢ fir fast
alle n gilt.

Satz  FuUr reelle Folgen (an) und (by) gilt:
(i) lan] - e @Rt - 0.
(i) an - 0 @) [ &Lt - oo.
(ili) apn - oo b} Ccl [ah +b, - oo.
(iv) ah - o0 b} [ €0 [ahby - co. [

[ Sei jeweils € > 0. (i) Gilt |an| > 1/¢ fur fast alle n, so gilt auch
lantl = lan] ™ <e

fur fast alle n. Also bildet (a;) eine Nullfolge.
(ii) Nach Voraussetzung sind fast alle Folgenglieder a, positiv. Da (an)
eine Nullfolge bildet, gilt 0 < a, < € fur fast alle n. Dann gilt aber auch

1 1

€  an

also agt [}(e0) fir fast alle n. Somit gilt ajt - oo,
(ili) Wegen a, - oo gilt a, > 1/ —c fur fast alle n. Also gilt auch

1 1
an+bp,>——c+by>—
€ €

fur fast alle n. Fast alle Glieder der Folge (an + bp) liegen somit in Ug (o), was
Zu zeigen war.
(iv) Fur fast alle n gilt ay > €/c. Mit b, > ¢ > 0 fur fast alle n folgt

anbp > anc > 1/¢
fur fast alle n. Also konvergiert auch (anbn) uneigentlich gegen oo. (I

Die Aussagen werden falsch, wenn man die [-Bédingungen fallen lasst 5.35 .
Interpretieren wir die Symbole +o als Grenzwerte uneigentlich konvergen-
ter Folgen und identifizieren eine reelle Zahl x mit einer konstanten Folge, so
rechtfertigt dieser Satz die folgenden Vereinbarungen fur das Rechnen mit diesen

Symbolen. Fir reelle x definieren wir demnach
1]
X Led x>0,
oo + X @, —_—= 0, 00 - X
had =00, X <O0.

Die Konventionen flur —oco erhalt man durch Ersetzen von oo durch —oo,
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Nicht erklart sind dagegen die Ausdricke

lhnen lasst sich kein Wert in sinnvoller Weise zuordnen, denn mit geeigneten
Folgen kann man jeden Wert als Grenzwert realisieren g.36 -
Wir erweitern jetzt noch drei Existenzsatze auf uneigentliche Grenzwerte.

Erweiterter Approximationssatz In jeder nichtleeren Menge A reeller Zahlen
existiert eine Folge (an), die gegen sup A konvergiert. Entsprechendes gilt
fur infA. [

1l Sei a = sup A und (gn) eine beliebige Nullfolge positiver Zahlen. Auf-
grund des Approximationssatzes 71, existiert zu jedem n ein Element

an [CUL (a) n A.

Dies gilt sowohl flir a < o als auch fur a = oo. Die so gewonnene Folge (an)
liegt in A, und genau wie zuvor »5 zeigt man, dass sie gegen a konvergiert. (1

Erweiterter Satz von der monotonen Konvergenz Jede monotone Folge kon-
vergiert gegen einen eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwert. 1

il Ist die Folge beschrankt, so kommt der Satz von der monotonen Kon-
vergenz 14 zur Anwendung. Andernfalls ist die Folge unbeschréankt. Wegen der
Monotonie hat sie dann den uneigentlichen Grenzwert co oder —oo, [l

Erweiterter Satz von Bolzano-Weierstral? Jede reelle Folge besitzt eine eigent-
lich oder uneigentlich konvergente Teilfolge. [

i Dies folgt mit dem Satz von der Existenz monotoner Teilfolgen 16 und
dem erweiterten Satz von der monotonen Konvergenz. [

I Beispiele a. (n!™) konvergiert uneigentlich gegen oo.
b. (0,1,0,2,0,3,..) besitzt die konvergente Teilfolge (0,0, ..) und die un-
eigentlich konvergente Teilfolge (1,2,3,..).
c. ((—1)"n) besitzt die uneigentlich konvergenten Teilfolgen (2,4,6,..)
und (—1,—3,-5,..). 110
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5.7
Normierte Raume und Banachraume

Bisher haben wir Folgen in R und deren Konvergenz betrachtet. Aber natir-
lich wollen wir spater auch Folgen in R™ und vielen anderen Raumen betrachten.
Um auch dort Begri LeWie Konvergenz und Grenzwert zu definieren, verallgemei-
nern wir den Betrag einer reellen Zahl zur Norm eines Vektors in einem reellen
Vektorraum. Zunachst definieren wir den Begri [Cdes reellen Vektorraums.

Definition Ein reeller Vektorraum E ist eine additive Gruppe zusammen mit
einer Verknupfung

RxE - E, (\V) AW,

genannt skalare Multiplikation, mit folgenden Eigenschaften fur alle A,pu [CRI
und u,v [CE]

(v-1) 1v =v,

(Vv-2) A(U+V)=Au+Av,

(v-3) A+)v=Av +pyv,

(v-4) A(uv) = (Ap)v. L[]

Additive Gruppe bedeutet hierbei, dass fir die Addition in E die Axiome
(Al1-3) 21 gelten. — Die gesamte Spannweite des Begri [Sdles Vektorraums wird
im Laufe der Zeit klar werden. Im Augenblick reichen uns folgende Beispiele.

—a. Das Standardbeispiel ist der R" mit der Addition
u+v=(ug,..,un)+(V1,..,vn) C(1 +Vy,..,Un+Vpn)
und der skalaren Multiplikation
AV = A(V1,..,Vn) @AV, .., Avy).

Diese hat alle geforderten Eigenschaften.

b. Insbesondere kann auch R als reeller Vektorraum aufgefasst werden.
Allerdings ignoriert man dabei die Korperstruktur.

c. Der Raum C mit der uUblichen Addition komplexer Zahlen und der Multi-
plikation mit reellen Zahlen ist ein reeller Vekorraum. Man kann ihn mit dem R?
identifizieren. 111

Die Untersuchung von Vektorraumen ist ein wichtiges Thema der linearen
Algebra. FUr uns reicht im Moment die Definition, das Standardbeispiel und die
Tatsache, dass man auf solchen RGumen das Konzept des Betrages zu dem der
Norm verallgemeinern kann.
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Definition Eine Norm auf einem reellen Vektorraum E ist eine Funktion
CITOE - R

mit folgenden Eigenschaften fur alle x,y CElund A (Rt

(n-1) Definitheit: XIT0] und XI'F0 L[X¥O0,

(n-2) Positive Homogenitat: [RAkCE |A| XTI 1

(n-3) Dreiecksungleichung: [XHy [ ITXT#H yT 1
Das Paar (E, IDdnennt man einen normierten Vektorraum oder kurz nor-
mierten Raum. [1

Die Bedingungen (n-1)—-(n-3) abstrahieren die wesentlichen Eigenschaften
der Betragsfunktion, die eine LAngenfunktion auf einem beliebigen Vektorraum
aufweisen sollte. Zum Beispiel gilt auch die umgekehrte Dreiecksungleichung.

Lemma FUr jede Norm gilt die umgekehrte Dreiecksungleichung

oy Ok s e

[ Wie bei die Betragsfunktion 2 g, nur mit I adnstelle von |-|. [0

IT"Beispiele a. Auf R wie auf C definiert der Betrag |-| eine Norm, die soge-
nannte Betragsnorm. Die Normeigenschaften haben wir bereits verifiziert 7 4.3 .
b. Auf dem R" wird durch

XIS | + . + [Xn]

die sogenannte Summennorm und durch
XT ] Cmlax {|x1], .., [Xn|}

die sogenannte Maximumsnorm definiert. Die Normeigenschaften sind leicht zu
verifizieren.

c. Die euklidische oder nattirliche Norm auf dem R" ist
1

2 2
XL I A% + .. + [xn]?.

Nach dem Satz des Pythagoras misst sie die »natlrliche< Lange des Vektors Xx.
Die Gultigkeit der Dreiecksungleichung ist allerdings nicht o [edsichtlich und
wird gleich bewiesen werden.

d. Tatséchlich wird fur jedes p [CTldurch
1

XTI %1 [P + .. + |xn [P

eine Norm auf R" definiert. Das wird uns aber erst spater beschaftigen. 11
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Abb 2 Einheitskugeln bezuglich verschiedener Normen

Summennorm Euklidische Norm Maximumsnorm

= Skalarprodukte

Um auch den euklidischen Abstand als Norm zu erkennen, bendétigen wir
noch das Konzept des Skalarproduktes.

Definition Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum E ist eine Funktion
]-[0 ExE - R

mit folgenden Eigenschaften fur alle x,y,z CElund A, p (R
(s-1) Definitheit: XIxCIT Q] und XIx[F0 [ X¥O,
(s-2) Symmetrie: Xy [=F D, xCJ
(s-3) Linearitat: X+ py,z[FAXzEFp Db,z 1

Wegen der Symmetrie ist ein reelles Skalarprodukt auch linear im zweiten
Argument, also

XIAY +pz[FA XY [FpXlzC]

Man spricht daher auch von einer bilinearen Form auf E. Flr diese gilt Gbrigens
X10= O fur alle x CE]

Fur Skalarprodukte gilt folgende grundlegende Ungleichung, die man meist
nur Schwarzsche Ungleichung nennt.

32 Cauchy-Schwarz-Bunjakowskische Ungleichung Fur ein Skalarprodukt auf ei-
nem reellen Vektorraum E gilt

Xy PICH XYLyl x,y CE

Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn x und y linear abhangig sind. 1
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i Far jedes Skalarprodukt und jede reelle Zahl A gilt
0 [+ Ay, x + Ay [F XIx[F 2\ Xy [F A2 [y, y [

Da die Behauptung o [Cedsichtlich fur y = 0 gilt, durfen wir y # 0 annehmen.
Dann ist yl,y (= 0, und wir kdnnen

v,y L]
wahlen. Einsetzen in die vorangehende Ungleichung ergibt
Xy Xyl xly 2]
0 [ x[#F2 + = XIx[& ———.
Myl Dy v,y [

Multiplikation mit ¥,y [ O ergibt die Behauptung
0 [ x[Oyy & Xy 21

Angenommen, es gilt sogar Gleichheit. Ist y = 0, so sind x und y ohnehin
linear abhéngig. Ist dagegen y # 0, so ergibt dieselbe Wahl von A und dieselbe
Rechnung in umgekehrter Richtung die Identitat

X+ Ay, x + Ay [F 0.
Also ist x+Ay =0, und x und y sind linear abhéangig. [

33 Satz Ist [ - &in Skalarprodukt auf einem Vektorraum E, so definiert
1

XTI IX], x [
eineNormauf E. [ 1

i Definitheit ist leicht zu verifizieren. Positive Homogenitéat folgt mit
1 1 1
X2 DX ACE AMXXCEF A X xCE A X

Ferner ist aufgrund der Cauchyungleichung
1 1

Iy (U X x 1 Iyl y L= IXTTYT ]
Daraus folgt
XHy [P X+y,x+y[]
= XIx[#+2 Xy [ Iyl,y ]
W 2 XTI S 2]
= (X8 yDA.

Wurzelziehen ergibt die Dreiecksungleichung. miin
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Abb 3

Trennende Umgebungen Ug(a).""'“
Ug (@) und Ug(b) '
a AT Ue@) e

b

Das Standardskalarprodukt auf dem R" ist

| —
X1y CT—1 XkYk = X1Y1 + .. + XnYn.
k=1

Somit ist
X XCF |X1]? + .. + |xn]2.

Die hiervon induzierte Norm ist die euklidische Norm [I5]die hiermit 3z auch
tatsachlich als Norm erkannt ist. 111

Bemerkung Nicht jede Norm wird durch ein Skalarprodukt gegeben. Dies
ist nur dann der Fall, wenn die Parallelogrammgleichung

XH y P Xy Pk 2 X2 2 VT2
erfulltist g42. [

Wir haben damit erste Beispiele von normierten Raumen. Viele weitere wer-
den folgen. Eine zentrale Rolle spielen sie zum Beispiel in der Funktionalanalysis,
wo man verschiedenste RAume von Funktionen und Abbildungen studiert.

= Konvergenz

Um Konvergenz fiir Folgen in einem normierten Vektorraum E zu definieren,
genugt es nun, den Begri Cder Umgebung entsprechend zu verallgemeinern. Die
e-Umgebungen eines Punktes a sind hier die Mengen

Us(a) [ CEL xX+alZe}.

Sie werden auch o [ede e-Kugeln um a genannt und mit B¢(a) bezeichnet.

Allerdings sehen diese Kugeln nur im Fall der euklidischen Norm wie han-
delstibliche Kugeln aus - siehe Abbildung 2. Dies ist jedoch fur mathematische
Zwecke unwesentlich. Wichtig ist, dass es um zwei verschiedene Punkte eines
normierten Raumes immer €-Umgebungen gibt, die disjunkt sind. Man sagt, man
kann verschiedene Punkte durch o Cene Umgebungen trennen.
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Trennungseigenschaft Zu je zwei Punkten a # b eines normierten Raumes
gibt es immer ein € > 0 derart, dass

Us(@) nUg(b)= L1

1 Man nehme € = b al[ZR > 0 und fuhre die Annahme, dass die ent-
sprechenden Umgebungen einen Punkt gemeinsam haben, zum Widerspruch. [

Die Definition einer konvergenten Folge und ihres Grenzwertes in einem
normierten Raum ist nun wortlich dieselbe wie im reellen Fall 4.

Definition und Satz  Eine Folge (an) in einem normierten Raum E heif3t konver-
gent mit Grenzwert a, falls jede e-Umgebung von a fast alle Folgenglieder
enthalt. Dieser Grenzwert a ist eindeutig bestimmt. [

[l Zu jedem b # a existiert aufgrund des Trennungssatzes 34 ein € >0,
so dass die e-Umgebungen um a und b disjunkt sind. Da fast alle Folgenglieder
in Ug(a) liegen, kdnnen nur noch hdchstens endlich viele in Ug(b) liegen. Also
kann b kein Grenzwert der Folge sein. [T

Notiz  In einem normierten Raum konvergiert eine Folge (an) genau dann gegen
den Punkt a, wenn ([@} —aDlkine reelle Nullfolge bildet. 1

il Dies ergibt sich aus
an [Jl(a) [C[Id)—al=fe [1d)}—alIU}(0),
wobei Ug(0) die e-Umgebung von 0 [CRImeint. [

Bemerkung Der Begri [Cdés Haufungswertes wird entsprechend definiert.
In allgemeinen normierten RAumen werden wir ihn allerdings nicht bendtigen. 1

s Grenzwertsatze

Auch die Grenzwertséatze verallgemeinern sich von reellen Folgen direkt auf
Folgen in normierten R&umen. Wir fassen uns daher kurz.

Satz Gilt ay - a in einem normierten Vektorraum E, so gilt auch
@} 3 @1

in R. Jede konvergente Folge ist daher auch beschrankt — das heif3t, es gibt
ein M [CQ]sodass @} 1Ml fur alle n. [
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i Wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung gilt
% = @%@, —aldo0.
Also konvergiert ([a} Dgegen [@I_Insbesondere ist diese Folge beschrankt. [

Grenzwertgleichung fur Linearkombinationen  Sind (an) und (bn) zwei kon-
vergente Folgen in einem normierten Vektorraum, so ist auch jede Linear-
kombination (Aan, + pby) konvergent, und es gilt

lim (Aap + pubp) = A(limag) + p(limbg). [
i Mit a = limap und b =limby ist
[Aan + pbn) — (Aa + pb) [= [A{an —a) —p(bn —b) 1
LIA| (ah —al# |u| by —bL]

Wegen a, - a und b, - b steht auf der rechten Seite eine Nullfolge 35. Also
bildet auch die linke Seite eine Nullfolge 5, und die Behauptung folgt 35. (1

= Konvergenz in R™ und C

Eine Folge (xn) im R™ heifl3t auch vektorwertige Folge. Hier ist jedes Folgen-
glied ein m-Tupel, also

Xn = (Xn,1, -» Xn,m)-
Ein Grenzwert einer solchen Folge ist dann ebenfalls ein m-Tupel a = (a1, ..,am)-

Satz  Eine vektorwertige Folge (xn) konvergiert gegen a bezuglich der Summen-,
euklidischen und Maximumsnorm genau dann, wenn sie komponentenweise
konvergiert, also gilt:

Xn,i — ai, 1C00rm. 1
Zunéachst eine Ungleichung, die 6fter benétigt wird.
Lemma Fur x CRI" gilt
XTI CTL I X 10 m XTI 1
[ Es ist ja
max |xi||;|IZ|5$|1I2 + o xm]?

1010mil

1
2
+ ..+ |X [ max |X;
(k| IXml) 1 |.. il

Das heif3t, es ist [XI5] [CIKIa1 [CIKI31 [Cm? [XI51 Wurzelziehen ergibt die
Behauptung. (I
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i Beweis des Satzes  Aufgrund des letzten Lemmas ist

X} —alel LX) —aldlC X} —al1m X} — alsl

Bildet also eine dieser Normen eine Nullfolge, dann auch jede andere. Konver-
genz in jeder Komponente ist gleichbedeutend mit Konvergenz bezuglich 1]
woraus die Behauptung folgt. (1

Komplexe Folgen - also Folgen in C — kdnnen als Spezialfall dieses Sat-
zes betrachtet werden, wenn man C mit R? identifiziert. Eine komplexe Folge
konvergiert genau dann, wenn Real- und Imaginérteile ihrer Folgenglieder kon-
vergieren 441 . — SchlieB3lich gilt auch der

Satz von Bolzano-Weierstral? im R™  Jede beschrankte vektorwertige Folge be-
sitzt eine konvergente Teilfolge. [ 1

i Sei (Xn)n eine beschrankte Folge im R™. Sei xn = (Xn 1, -+, Xa,m). Dann
ist auch jede Komponentenfolge

Xn,i)n, 1 O01m,

beschrankt. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf? fiir reelle Folgen 17 existiert
somit eine erste Teilfolge (xnkm), deren erste Koordinate konvergiert:

XnE]_ - ai.

Aus dieser kénnen wir eine zweite Teilfolge (xn'g:) auswahlen, wo auch die zweite
Koordinate konvergiert:

XnEJFQ - a.

Diesen Auswahlverfahren kdnnen wir fortsetzen, bis wir eine letzte Teilfolge
(Xnm) erhalten, wo auch die letzte Koordinate konvergiert:

Xnin - 8m.

Somit konvergiert jede Komponente der Teilfolge (x,m). Damit 35 konvergiert
diese Teilfolge aber auch in der euklidischen Norm gegen a = (as, .., am). [

= Cauchyfolgen und Banachraume
Cauchyfolgen in normierten RAumen sind wie reelle Cauchyfolgen definiert.

Definition Eine Folge (an) in einem normierten Vektorraum heif3t Cauchyfolge,
wenn es zu jedem € > 0 ein N [Tlgibt, so dass

[a) —an [S ¢, n,m [Nl 1
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Jede konvergente Folge ist wieder eine Cauchyfolge, und Lemma 1 20 und 2 21
fur reelle Cauchyfolgen gelten genauso in normierten Raumen. In den Beweisen
muss man lediglich den Betrag durch die jeweilige Norm ersetzen:

Satz In einem normierten Vektorraum gilt:
(1) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
(2) Jede Cauchyfolge ist beschrénkt.
(3) Besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teilfolge, so ist die gesamte Folge
konvergent mit demselben Grenzwert. [ 1

Der grof3e Unterschied ist jedoch, dass das Cauchykriterium im Allgemeinen
nicht mehr gilt: es gibt normierte Vektorrdaume, in denen Cauchyfolgen keinen
Grenzwert haben. Ein Beispiel dafur geben wir im nachsten Abschnitt.

Vielmehr ist dies eine Eigenschaft, die eine wichtige Klasse von normierten
Raume auszeichnet, wahrend sie anderen Raumen fehlt. Daher erhalten solche
R&ume auch einen eigenen Namen.

Definition Ein normierter Vektorraum heiR3t vollstandig, wenn jede Cauchyfolge
in ihm einen Grenzwert besitzt. Ein vollstandiger, normierter Vektorraum
wird Banachraum genannt. [

Die einfachsten Beispiele von Banachrdumen kennen wir bereits.

Satz Die RAume R und C mit der Betragsnorm sowie R" mit der euklidischen,
Summen- oder Maximumsnorm sind vollstandig, also Banachrdume. [

il Jede Cauchyfolge ist beschréankt. Da in den genannten Rdumen der Satz
von Bolzano-Weierstraf3 gilt, besitzt jede Cauchyfolge auch eine konvergente
Teilfolge. Dann ist aber auch die Cauchyfolge selbst konvergent. [l

Bemerkung Wir werden in Abschnitt ?? sehen, dass der R" mit jeder Norm
vollsténdig ist, da dort alle Normen aquivalent sind. [

II_Noch ein Beispiel  Sei X eine beliebige nichtleere Menge, und fir eine Funk-
tion f: X - R sei

OLJdCsup {|f(X)] : x CXT}.

Auf dem Raum der beschrankten reellen Funktionen auf X,

L1 1
B(XX)= f: X - R: OId<oo ,

ist dies eine Norm, und (B(X), [EIx) ist ein Banachraum g.45. 11
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5.8
Der Folgenraum c

Wir geben ein Beispiel eines vollstandigen unendlich-dimensionalen Vektor-
raumes, sowie eines darin enthaltenen nicht-vollstdndigen Unterraums. Diese
Resultate werden wir spater nicht benétigen, der Abschnitt kann also beim ersten
Lesen Ubersprungen werden.

Wir betrachten den Raum c aller konvergenten reellen Folgen,

1 i ]
¢ A= (an)ncg (an) ist reell und konvergent .

Lemma Der Raum c ist ein reeller Vektorraum bezuglich punktweiser Addition
und skalarer Multiplikation von Folgen. [1

il Die Linearkombination Aa + pb zweier Elemente in c¢ ist erklart durch
(Aa+ pb)n, = Aap + pbp, n 11

Aus dem Satz uber Grenzwertgleichungen ;7 folgt, das Aa + pb ebenfalls konver-
giert, also Element von c ist. Somit ist ¢ ein reeller Vektorraum. [

Lemma Mit der Supremumsnorm

[T 1 sdp |an]
n[1]

wird ¢ zu einem normierten Vektorraum. [ 1

mm Da jede konvergente Folge beschrankt ist 5o, ist [=1_dine Abbildung
von ¢ nach R. Die Normeigenschaften sind leicht zu verifizieren. So ist
[@h b= sup|an + bn|
n 1]
Csdp (Jan] + [bnl)
n 11

Cstp |an| + sup |by| = @A (DI  mmm
n[C11 n 11

Satz Der normierte Raum (c, CI)ist vollstandig. [ 1

i Sei (am)m ceine Cauchyfolge in ¢ mit Gliedern am = (@mn)n o Dann
ist auch fur jedes n [CTldie Komponentenfolge (amn)mreine reelle Cauchyfol-
ge, denn

lakn —ain| CEd —a ]
Aufgrund der Vollstandigkeit von R existieren also die Grenzwerte

by = lim amn, n [T1
m - oo
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Aus diesen bilden wir die Folge b = (bn)n cund zeigen, dass b ebenfalls konver-
giert und damit zu ¢ gehdrt, und dass ay, — b in der Supremumsnorm.

Da (am)m ceine Cauchyfolge bildet, existiert zu jedem € > 0 ein K [I]so
dass @) —a 2 € fur k,I K1 Also gilt far alle n 11

lakn —ain| CIAd—a[2e, kI CKI
Wegen ajn - bn fir jedes n [CTifolgt hieraus durch Grenzwertiibergang
lakn —bn| C£] k CKI n 1] 1)
AulRerdem existiert flr die konvergente Folge ax zu diesem € >0 ein N [IImit
lakn —akml <&, n,m N
Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt dann fur n,m
|bn — bm| C8n — ak nl + |ak,n — akm| + |ak,m — bm| < 3e.

Da zu jedem € > 0 ein solches N [Tlexistiert, ist b eine Cauchyfolge, somit
konvergent und Element von c. Aus (1) folgt auRerdem

&) —b[ICE] k K1
Somit konvergiert (am) in der Supremumsnorm gegen b. [T
Die Grenzwertabbildung
L: c-R, a=(an) Elﬂzrltrgoan,

die jeder Folge in ¢ ihren Grenzwert zuordnet, definiert auf ¢ eine lineare
Funktion mit der Eigenschaft, dass

|La] = |lima,| Csdp |ap| = L]
Ihr Kern ist der Raum aller Nullfolgen,
N - _ -
co [(I1°{0} = a=(an) Cct limay, =0 .
Dieser Raum ist also ebenfalls ein Vektorraum.

Satz Der Unterraum cg aller Nullfolgen in c ist ebenfalls vollstandig bezuglich
der Supremumsnorm. [ ]

il Eine Cauchyfolge (am) in cp ist auch eine Cauchyfolge in c, besitzt
somit einen Grenzwert a in ¢ aufgrund der Vollstandigkeit von c. Wegen

|La] = |La— Lam| = |L(a —am)| C1d}+ a1

fur alle m ist La = 0, also a ebenfalls eine Nullfolge. Also konvergiert (am) auch
im Raum cqg. D
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Betrachte jetzt in co die Menge aller Nullfolgen mit nur endlich vielen
nicht-verschwindenden Folgengliedern:

1 . [
coo A= (an)nmCcd : an = O fir fast alle n
Man sieht leicht, das dies ein Untervektorraum von cg ist.
Satz  Der Unterraum cgp mit der Supremumsnorm ist nicht vollstandig. [ 1

i Zum Beispiel definiert

1 1
11 1
am= 1,-,%,.., ,0,.. m
m 2’3 """ m-1 L2
eine Folge in cop, die in cp gegen
e R
12131- - n nCol

konvergiert, denn
@} —al=Zz1/m - 0.

Da aber a [cdp, hat die Folge (am)min coo keinen Grenzwert. (111
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